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Wiens forskjutningslag: hur ”snéll” &r solen?

Plancks stralningslag och Stefan-Boltzmanns lag

Med hjalp av statistisk fysik och kvantmekanik kan man visa att den totala emittansen (utstra-
lad effekt per ytenhet; dimension: W/m?) hos en ideal svartkropp med den absoluta temperatu-
ren T &r lika med (1)

[0e]

2mh v3
M) =5 [ v
0

dar integrationen sker dver samtliga frekvenser v. Detta samband gar under namnet Plancks
stralningslag; h &r Plancks konstant, ¢ ar ljusfarten i vakuum och k;, ar Boltzmanns konstant.
Vi skriver om integralen enligt

2mh (kT oo(—khr)3V3 | x:_khTV | 2mh (kTN [ 3
ey = 2 (D) [0 Y, | TR | 2 Ty [ 2,
0 el —1 dv=de 0

varefter vi kan anvanda det valkanda resultatet

for att erhalla

c h 15  15c¢2h3
Med
4
o= 12:c—52kif3' [6] = Wm™2K™*
har vi saledes visat Stefan—Boltzmanns lag
M(T) = oT?%;

en svartkropp med temperaturen T och total area A stralar saledes med effekten
P = AoT™.

Integralen (1) kan skrivas

M(T) = f M, (v)dv
0

dar integranden®

! Egentligen borde vi skriva M, (T,v), men vi tillater oss att underforsta T-beroendet.
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2mhv3
CZ(th/ka — 1)

M,(v) =

rent formellt tolkas som emittansen per frekvensenhet;

vo+Av

f M, (v)dv

ar foljaktligen den totala emittansen av stralning med frekvenser i intervallet [vy, vy + Av].

Integranden i Plancks stralningslag. Wiens forskjutningslag

Om man ritar grafen till funktionen M,, nér temperaturen T = 5800 K &r solens yttemperatur
ser man att denna har ett maximum i det infraroda omradet. Det synliga omradet ligger i det
markerade intervallet.
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Figur 1 Emittans per frekvensenhet

Vi ser alltsa att den formella storheten emittans per frekvensenhet ar hogst for infrarétt ljus.
Om vi 6kar temperaturen T kommer vi dels att fa ett storre varde pa integralen (hogre emit-
tans totalt sett), och dels kommer maximivardet av M,, att forskjutas mot hogre frekvenser.

Man kan visa Wiens forskjutningslag, som séger att toppfrekvensen
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Wiens forskjutningslag: hur ”snéll” &r solen?

Vinax X T.

T.ex. for temperaturen T' = 6400 K erhaller vi foljande graf (rod):

x 10"
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Figur 2 Emittans per frekvensenhet vid olika temperaturer

| integralen (1) summerar vi emittansen fran varje typ av elektromagnetisk stralning i det
elektromagnetiska spektret, och vi anvander frekvensen v som koordinat i spektret. Vi kan
enkelt skriva om integralen sa att vi i stéllet integrerar dver vaglangden A = ¢ /v, som ocksa &r
en vanlig koordinat i spektret. Vi skriver om integralen enligt

- ; v=c/A
Zrch v dv = —c/2%dA
M(T) = Czjehv/ka—ldv_A—)ooﬁv—)O
0 o A-0®v->o0
_ 2mh c3 €\ 41 = 20he? 1 "
Y f/13(ehc/ka/1 N (_,’1_2) = 2mhe f/ls(ehc/kbm T R
0 0

Vi har foljaktligen att
M(T) = f M, (v)dv = f M, (1)da
0 0

déar

4/16



Wiens forskjutningslag: hur ”snéll” &r solen?

2mhc?

M; () = A5(ehc/kbTA — 1)

formellt tolkas som emittans per vaglangdsenhet. Sjalvklart har integralen Gver vaglangder
samma varde som integralen ver frekvenser — vi har ju bara utfort ett strikt matematiskt vari-
abelbyte, och rent fysikaliskt svarar de fortfarande mot samma storhet: den totala emittansen
fran svartkroppen (t.ex. solen).

Lat oss studera ett numeriskt exempel, genom att for solen (T = 5800 K) berdkna emittansen
i vaglangdsintervallet I, = [590 nm, 600 nm], som i princip svarar mot gult ljus. Vi anvén-
der oss av numerisk integration Gver intervallet, samt kontrollerar sedan att vi erhaller samma
totala emittans nar vi i stallet integrerar med frekvensen som koordinat. VVaglangdsintervallet
I, svarar mot frekvensintervallet I, = [500 THz, 508 THz]. Vi erhaller

f M,(1)dA =~ 776 kW/m?
Iy

respektive
f M,(v)dv = 776 kW/m?
I,

och allt &r i sin ordning.

Lat oss nu studera storheten M, (1) pd samma sétt som vi tidigare studerade M, (v). Om vi
ritar grafen till M; for T = 5800 K ser vi att funktionen emittans per vaglangdsenhet har ett
maximum — inte vid infrarétt ljus som for M, — utan mitt i det synliga omradet.
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X 1013

x 10

Figur 3 Emittans per vaglangdsenhet

En tydligen inte alls ovanlig missuppfattning &r att denna graf visar att solen emitterar mest”
ljus i det for manniskor synliga omradet av spektret, men som vi sett ar detta inte alls en néd-
vandig implikation av det faktum att emittansen per vaglangdsenhet rakar vara hogst i det
intervallet; den fullt lika rimliga storheten emittans per frekvensenhet har ju sitt maximum
utanfor det synliga omradet.

Laget for maximipunkterna hos de funktioner som integreras dver spektret for att ge den tota-
la emittansen beror saledes inte enbart pa svartkroppen i sig (pa temperaturen), utan aven pa
valet av den koordinat vi valjer att anvanda for de olika positionerna i spektret.

Forklaring

Det faktum att vi far olika lagen for topparna beroende pa om vi beréknar emittans per fre-
kvensenhet eller vaglangdsenhet beror pa att koordinaterna frekvens och vaglangd inte ar pro-
portionella mot varandra.

Lat oss visa att tva koordinater som &r proportionella mot varandra ger samma form pa kur-
vorna, genom att infora en ny koordinat proportionell mot vaglangden; lat oss satta A = al
ddr a > 0. Vi later [a] = UNT - m~! s4 att var nya storhet (koordinat) far enheten "UNT”. Vi
kan da finna var motsvarande integrand M, (A):
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M v 2mhc? 1=alA
M(T) = f M; (D)da = f 15 (ehe/iTh — 1) dA = dd = atdal =
0 0

[00]

2mhc?at r
=fA5(eahc/kaA_1) dA:fMA(A)dA
0 0

dar (2)

2mhc?a*
AS (eahc/kaA —_ 1)

My(A) = =alt M@ =al -MQ).

Faktorn a~! gor att var nya graf (till M,) skalas i hojdled jamfort med grafen till M,;, men
detta &ndrar inte grafens form.

Att vi erhaller denna skalning ar mycket rimligt; med A = a2 har vi ju att var nya A-skala ar a
ganger sa tat som A-skalan. (Om t.ex. a = 100 finns ju 100 UNT-enheter mellan varje meter i
A-skalan.) Detta medfor givetvis att storheten emittans per (dividerat med) A i varje punkt blir
1/a (t.ex. en hundradel) av motsvarande punkt pa grafen emittans per (dividerat med) A. Are-
an under kurvan maste ju bli densamma i bada graferna. Det bor ocksa understrykas hur ekva-
tion (2) skall tolkas: om vi ritar upp graferna till M, och M; 6ver samma intervall i det elek-
tromagnetiska spektret (A1 € [11, A,] samt A € [A4, A,] dar A; = aA; och A, = ad;) men
later emittansskalan (den lodrata axelskalan) for M, bara ga upp till 1/a av motsvarande ska-
la for M, och lagger dessa grafer pa varandra, sa kommer de precis att sasmmanfalla. Det &r
precis vad (2) sager — formen pa graferna andras inte! Speciellt betyder det att positionen for
ett eventuellt maximum inte &ndras.

Vi ritar upp vara tva integrander for a = 43 i intervallet I, = [0 um, 4 um] som svarar mot
Iy = [0 uU, 172 uU].

13 12
x 10 x 10
T T T T T T

Figur 4 Emittans per vagldngd samt emittans per "UNT”

Vi ser att maximipunkterna & A = 510 nm samt A = 22 uU, och dessa koordinater anger
precis samma typ av stralning, ty A = ad = 22 uU! Vi ser ju ocksa i graferna att vi erhaller
maximum pa samma plats i det synliga spektret.

Men denna likhet géller tydligen i allmanhet inte mellan koordinater som inte &r proportionel-
la mot varandra, sasom fallet &r for de bekanta storheterna frekvens och vaglangd (medan
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A = aA beskriver en proportionalitet — en rat linje genom origo, sa beskriver A = c/v en hy-
perbel). Betrakta EM-spektret nedan.

‘ <—v=0.7 EHz <—v=0.5 EHz v=0.3 EHz —>
~<—v=0.9 EHz
<—v=1.1 EHz
v=1.3 EHz
v=1.5 EHz
] ‘ r I I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figur 5 Ett EM-spektrum

Spektret visar A € [100 nm, 1000 nm], och A-skalan ar linjar; var 100:e nanometer markeras
med ett gratt streck. Spektret visar frekvenserna v € [0,3 EHz, 3 EHz], och markerar en fre-
kvensposition per 0,2 EHz med blaa streck. Uppenbarligen &ar v-skalan inte linjar! Om vi &
andra sidan hade utgatt fran en linjar frekvensskala, hade vaglangdsskalan i samma diagram
blivit olinjar. Redan héar inser vi att formerna pa de tva integranderna inte kommer att vara
lika. Vi vet ju att en given skillnad (faktor) i tathet mellan tva skalor i spektret ger upphov till
en given hojdskalning (med samma faktor), och i spektret ovan ser vi att skillnaden mellan
vaglangds- och frekvensskalornas tathet varierar langs spektret; foljaktligen kommer skal-
ningen i hojdled mellan graferna av integranderna ocksa att variera, och formen pa den ena
grafen kommer att skilja fran formen péa den andra. Lat oss emellertid visa detta ndgot mer
stringent.

Antag nu att vi har en viss emittans M i ett litet vaglangdsintervall [A,, 1, + €]. Intervallet &r
sd litet att respektive integrand kan betraktas som konstant i det. Det betyder att

Aote
M = M, (A)dA = eM; ()
Ao
samt att
vo+e'
M= f M,(v)dv = €M, (vy)
Vo
dar

,_C c _ ec
A Agte A2+ e

€

ar langden pa det motsvarande frekvensintervallet. Notera att 1, och v, = c/A, Svarar mot
samma punkt i spektret.

Vi har alltsa

M; (Ao) _ €

Mv (VO) B €

for en godtycklig punkt i spektret. Detta samband &r jamfoérbart med (2) med a utbytt mot E;
Men
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1

€ Cc

€ A+ Age

ar — till skillnad fran a — inte konstant i spektret. Vi far alltsa dven har en skalning i hojdled,
men skalningen ar olika stor for olika punkter i spektret. Detta gor att formen pa grafen and-
ras nar vi byter koordinat. For stora A ar kvoten M, (4,)/M, (vy) mindre an for sma 4, sa
M; (4,) blir relativt sett storre &n M, (v,) for sma 4, d.v.s. for punkter i spektret at det ultravi-
oletta hallet, sett fran det synliga omradet. Ett maximum for M, bor saledes vara belaget lang-
re at det ultravioletta hallet om man jamfor med ett maximum for M,,. Detta ar ocksa precis
vad vi ser i graferna (1) och (3).2

Storheter for solens ’snallhet”

Vi inser emellertid att det borde finnas ndgon fysikalisk storhet som anger hur pass ”snéll”
solen ar, d.v.s. i vilken utstrackning solen emitterar for manniskan synligt ljus. Lat oss nu for-
soka finna nagon eller nagra lampliga méatt pa denna “manskliga dndamalsenlighet” hos en
stjarna (eller svartkropp 6ver huvud taget). For att kunna gora detta antar vi att ménniskan kan
uppfatta ljus med vaglangder i intervallet Iy = [400 nm, 700 nm]. (Vi sager dock inget om
den relativa kansligheten manniskan har for olika vaglangder inom Is.)

Energi

En rimlig tanke &r att ange hur stor andel av den totalt emitterade energin som utgérs av syn-
ligt ljus. Vi betecknar denna dimensionslésa storhet, som paminner om en verkningsgrad,
n(T). Vi infor dessutom beteckningen®

M, (T) = f M, (1)dA
1

for den totala emittansen i intervallet I. DA galler

n(T) = %
Men da

Mg+(T) = oT*
erhaller vi

2 ! dA = ] ! da
J A5(ehe/kyTa — 1) "~ ﬂf A5(ehe/kyTa — 1)
Is Is

1
T](T) = m - 2mhc

dar vi infort

2 Vi kunde ocks& ha harlett uttrycket for M, (1,)/M, (v,) analogt med hur vi harledde M, (A)/M, (1) i ekvation
(2), d.v.s. omedelbart genom variabelbyte i integralen. Vi hade dé erhallit kvoten vZ /c, vilket 4r precis samma
resultat som vi fick genom vArt resonemang. Vi ser namligen att € /e = ¢/ (A3 + Ay€) — v¢/c dé e — 0.

® Vi kunde naturligtvis lika garna ha integrerat dver frekvenser.
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2mhc? chy*
= — - — miK4
&= . 15 (kn) , [€] = m*K*.

Vi kan nu berikna solens verkningsgrad”. Vi erhaller numeriskt
n(T) = 37 %.

Hur pass bra ar det? Vi ritar numeriskt upp funktionen n for att se vilken temperatur som ger
host verkningsgrad n, d.v.s. storst andel nyttig energi. Det vertikala strecket anger solens
temperatur.

0.4 T T T T

0.35- 1

0.3 i

0.25 1

0.2 -

0.15 1

0.1~ b

0.05 - 4

x 10

Figur 6 Verkningsgrad » mot temperatur T

Vi ser att solen faktiskt har en temperatur ndra, ndrmare bestamt strax under, den temperatur
for vilken svartkroppens andel av den emitterade energin som utgoérs av for ménniskor synligt
ljus ar sa stor som majligt. Den optimala temperaturen ligger omkring 7000 K.

Mark emellertid att pastdendet 37 % av energin utgors av synligt ljus” inte implicerar 37 %
av alla fotoner &r synliga”! Ett alternativt matt pa solens “ménskliga d&ndamalsenlighet” &r
foljaktligen andelen fotoner som ar synliga.

Fotoner

Lét oss dérfor inféra beteckningen n, (T) for denna storhet. Vi vet att emittansen i ett litet
vaglangdsintervall med langden dA ar lika med

dM = M, (1)dA.
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Eftersom en foton har energin E,, = hf = hc/A ar antalet emitterade fotoner per kvadratmeter
och sekund i det aktuella intervallet lika med

_ M, (1) AM; (1)

dN 3 dA = e

dA.

Vi infér nu

som antalet emitterade fotoner per kvadratmeter och sekund i vaglangdsintervallet 1.

| analogi med introduktionen av vart tidigare matt n(T) ser vi nu att vi kan skriva

T = N, (T) da da
77)/( ) = NR+(T) - If /14(ehc/kaA -1) R[r /14(ehc/kaA -1)
s

(dar vi i sista ledet har forkortat bort gemensamma faktorer i téljare och ndmnare, varfor dessa
tva objekt inte langre representerar totala antalet fotoner i respektive intervall, utan bara &r
proportionella mot antalen).

Vi kan enkelt numeriskt berdkna var dimensionslosa “fotoneffektivitet” for solen (T =
5800 K). Vi erhaller

ny (T) = 22 %.
Vi kan &ven med intresse notera att det totala antalet synliga fotoner ar
N (T) = 6,410 m™%s71,
Det totala antalet fotoner, oavsett vaglangd, ar
Ng+(T) = 2,9-10%° m—2s71,

Om vi multiplicerar dessa tal med solens area A4 = 4mwR? erhéller vi det totala antalet emitte-
rade fotoner (i respektive intervall I och R*) per sekund. Vi erhaller numeriskt

AN (T) = 3,9-10* s71,
ANg+(T) = 1,8 - 10% s71,

Ocksa av intresse kan det vara att notera att solen producerar manga lagenergetiska fotoner;
forvisso ger solen inte ifran sig alltfor mycket energi pa langa vaglangder (se graf 3), men
varje foton kraver sa pass lite energi att antalet fotoner anda blir tamligen stort. Detta illustre-
ras i grafen till funktionen A » AM;(1)/hc (antalet fotoner per kvadratmeter, sekund och
vaglangdsenhet) nedan.
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X 1032

2.5 T T T T T T T T T

15+~

0.5~

Figur 7 Fotoner per sekund, kvadratmeter och vaglangdsenhet 2

Har syns dessutom att antalet fotoner per vaglangdsenhet ar hogst inom det synliga omradet.
For att inte lata oss luras av detta, ritar vi ocksa upp grafen till v —» M, (v)/hv (antalet fotoner
per frekvensenhet).
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X 1011

x 10%°

Figur 8 Fotoner per sekund, kvadratmeter och frekvensenhet v

Har &r toppen i det infraroda omradet. For att forvissa oss om att vi anda gjort ratt, integrerar
vi dven med frekvensen fram det totala antalet synliga fotoner. Vi erhaller

N, = 6,4-10% m™2s71,
vilket stammer bra.

Hur pass bra &r egentligen n, (T) = 22 %? For att fa en uppfattning om det ritar vi (precis
som vi gjorde for #) upp funktionen n, och underséker hur pass nara maximivardet vi kom-
mer just med temperaturen T = 5800 K.
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Figur 9 Fotonverkningsgrad 1, mot temperatur T

Vi ser att solens temperatur pd T = 5800 K &r lagre an den optimala temperaturen pa
T = 9800 K.

Manniskans anpassning till den givna solen

Vi kan ocksé stalla oss fragan hur pass val manniskan ar anpassad till solen. (Aven om denna
fraga i princip ar likvardig fragan om hur val solen ar anpassad till manniskan, far vi atmin-
stone en chans att préva nagra nya vagar och introducera nagra nya storheter.)

Antag att solen har sin nuvarande temperatur, och att manniskan med nddvandighet bara kan
uppfatta stralning inom ett vaglangdsintervall av langden A2 = 300 nm. Som méanniskan nu
ar konstruerad uppfattar vi stralning i intervallet I¢ = [400 nm, 700 nm], som har den givna
bredden. Fragan ar om nagot annat intervall Iy = [y, 4o + AA] med samma lidngd vore “biitt-
re” i den meningen att manniskan da skulle

1. uppfatta en storre andel av den totalt emitterade energin, eller
2. uppfatta en storre andel av samtliga emitterade fotoner.

Lat oss forst studera punkt 1. Vi atervander till vart uttryck for solens verkningsgrad:

M, (T)

n(T) = Mes (1)
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déar

M, (T) = f M, (A)dA.
1

Nu betraktar vi emellertid svartkroppens temperatur T som en konstant, och valjer i stallet
intervallet I som var oberoende variabel; narmare bestamt valjer vi intervallets startpunkt. Vi
satter alltsa

Is' (Ao) = [A0, Ao + AA]
och

M, (T) ¢ 1
T’(AO) - M]R+(T) - ﬁ j AS(ehC/kal — 1) da.
Ig

Genom att variera A, far vi olika intervall Iy och olika verkningsgrader. Numeriskt erhaller vi
grafen nedan. Vi ser att vi trots allt &r tamligen val anpassade till var stjarna. | stort sett galler
att inget annat vaglangdsintervall med bredden 42 skulle gora oss formdgna att observera en
storre andel av den emitterade energin. (Notera att vart val av A4 och 4, ar approximativa,
liksom flera andra antaganden vi gjort, sd med vara felmarginaler bor vi nog avsta fran att
siiga “’vi borde nog anda ha ett lite lagre varde pa 4,”.)

0.4 T T T T T T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16

Figur 10 Verkningsgrad mot startvaglangd /,

Utfor vi en analog omarbetning av 7, erhaller vi foljande graf.
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0.2~ -

0.15—~ -

0.1~ -

0.05— -

Figur 11 Fotonverkningsgrad mot startvaglangd A,

Ar det rimligt att antaga att en biologisk organism med nodvandighet endast kan uppfatta ett
vaglangdsintervall med bestamd bredd? Nej, speciellt inte eftersom storheten vaglangd”
knappast har ndgon betydelse for sensorn dgat. Det torde snarare vara storheten fotonenergi
som &r avgorande for om 6gat kan nyttja fotonen eller inte. Men &ven hér ar det tveksamt om
det ar en viss energibredd i spektret som gérna ar konstant; det & nog minst lika rimligt att
sjalva start- och slutenergierna ar konstanta. Med andra ord ar analyser av typen "vilken start-
koordinat &r optimal” mindre relevanta.

Har jag fel?

Manga rakningar blir det. Om du finner nagot fel eller har ndgon anmarkning eller fraga, ar du
valkommen att ta kontakt med forfattaren via e-post: andreas@rejbrand.se.
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