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Trigonometriska kvadraticusfunktioner

Problemformulering

Funktionerna sink (sinuskvadraticus) och cosk (cosinuskvadraticus) definieras enligt foljande:

1

(x, y)

-1 0,0)
-1
sinkv =y
cosky = x

Vi ska finna metoder for berdkning av funktionsvérdena av sink och cosk nir vinkeln v dr
kidnd samt metoder for ekvationslosning (vilket involverar bestimning av de inversa funktio-

nerna). Vi ska dven finna rikneregler for de nya funktionerna.
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Trigonometriska kvadraticusfunktioner

Berékningar

Vi vill bestimma funktionsvirdena av sink och cosk nir vinkeln v dr kiind. Uppenbarligen ér
funktionerna periodiska med perioden 360° (vi arbetar alltid med grader), varfor vi endast
behover stilla upp regler for intervallet 0° < v <360°. For 6vriga vinklar v behover vi da en-
dast ldgga till eller ta bort hela perioder sa att vi hamnar inom detta intervall. Nar vi sedan
skriver program for berdkning av funktionsvirdena later sig detta goras automatiskt. Pro-
grammeringsfunktionerna blir saledes definierade for alla reella vinklar v.

Cosinuskvadraticus

Vi vill bestimma virdet av cosk v nir vinkeln v dr kdnd. Vi borjar med att studera fallen
0° < v <45° samt 315° < v <£360°. Uppenbarligen giller da att coskv =1. For
135° < v <225° kan vi likasa konstatera att cosky =—1.

135° 90° 45°
180° 0°
225° 270° 315°

Lat oss da studera fallet 45° <v <90°.

(x, y)

V2

Vinkelsumman i en triangel ger att v, =180°-90°-v =90°—v.

X

. 1 X oo .
Sinussatsen ger = . Inséttning av uttrycket for v, ger

sinv  sinv, sinv  sin(90°—v)

Vi loser ut x.
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sin(90°—v)  sin90°cosv —co0s90°sinv  cosv
x —_ p— p—

sinv sin v sinv
For 45° <y <90° giller tydligen att cosk v=——.
sinv

Lat oss da studera fallet 90° < v <135°.

(x, y)

V2

Vi v

—-X

Triangelns bas far lingden —x eftersom strickan maste vara positiv och x <0.

Vi ser att v, =180°—v och triangelns vinkelsumma ger att
v, =90°—v, =90°—(180°—v)=v—90°.

—X

. 1
Sinussatsen ger — =— .
siny, sinv,

Inséttning av uttrycken for v; och v, ger ! = -
8 Y l 28 sin(180°—v)  sin(v—90°)
_ sin(v=90°) _ sinvcos90°—cosvsin90° _ —cosv _ _cosvy
sin(180°—v)  sin180°cosv —cos180°siny  sinv sinv
cosv
X =—
sinv

Cosv

Sy

Vi far samma uttryck dven hir, varfor cosk v =

Lat oss da studera fallet 225° <y <270°.

for alla v sadana att 45° <v <135°.
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Vi

V2

()C, )’) —X

Vi ser att v, = 270°—v och triangelns vinkelsumma ger att
v, =90°—v, =90°—(270°—v)=v—180°.

- X

. 1
Sinussatsen ger — =— .
siny, sinv,

1 -X

Insittning av uttrycken for v; samt v, ger =

sin(v—180°) sin(270°—v)

_sin(270°-v) _ sin270°cosv —cos270°siny _ —cosv _ cosv
sin(v—180°)  sinvcos180°—cosvsin180° —sinv  sinvy
CosV
xX=——
sinv
cosv

For 225°<v <270° giller tydligen att cosk v = ———.
sinv

Lat oss slutligen studera fallet 270° < v <315°.

Vi

V2

x (%Y

Vi ser hir att v, =v—270° och triangelns vinkelsumma ger att
v, =90°—v, =90° - (v —270°) = 360° —v .
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X

) 1
Sinussatsen ger =

siny, sinv,

X
sin(360°—v)  sin(v—270°)

Inséttning av uttrycken for v, samt v; ger

B sin(v —270°) _ sinvcos270° —cosvsin270°  cosv cosv

X= = =
sin(360°—v)  sin360°cosv —cos360°siny  —sinv sinv

osv .. o
for alla v sadana att

Vi far samma uttryck som i forra fallet, varfor cosk v = — C.
sinv
225° <y <315°.

Sammanfattning

Inom en period 0° <v <360° giller att

1 om (0°<v <45°eller315° < v <360°
-1 om 135° <v <225°

cosky = )
cosv/siny  om45° <y <135°

—cosv/sinv  om225° <y <315°

Sinuskvadraticus

Vi vill nu finna uttryck for berdkning av sinuskvadraticus. Vi borjar med fallet 45° <v <135°
och ser att sinkv =1. For 225° <v <315° ser vi ocksa att sinkv = —1. Lat oss da studera fal-

let 0°<v<45°.

(x,y)

V2

Triangelns vinkelsumma ger att v, =90°—v.

Yy
sinv, sinv

. 1
Sinussatsen ger att =

Yy

Om vi sitter in uttrycket for v, far vi — =—.
sin(90°—v) sinv

sinv sinv sin v
=— = =— S p— = =tanv
sin(90°—v)  sin90°cosv —cos90°siny  cosv
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Vi ser att sinky = tanv for 0° <v £45°.

Lat oss da studera fallet 135° <v <180°.

(x,y)

Va

Vi DN

Vi ser att v, =180°—v och triangelns vinkelsumma ger att
v, =90°—v, =90°—(180°—v)=v—90°.

. 1
Sinussatsen ger — =— Y .
siny, sinv,

_ y
sin(v—=90°) sin(180°—v)

Om vi sitter in uttrycken for v; samt v, far vi

B sin(180°—v) _ sin180°cosv —cos180°siny _ sinv tanv
sin(v —90°) sinvcos90° —cosvsin90°  —cosv

Tydligen &r sinkv =—tanv da 135° <v <180°.

Lat oss studera fallet 180° < v <225°.

Vi
-y
V2

(x,y)

Viser att v, =v—180° och triangelns vinkelsumma ger att
v, =90°—v, =90°—(v—180°)=270°—v.

-y

. 1
Sinussatsen ger =— .
sinv, sinv,
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1 -y

Om vi sitter in uttrycken for v; samt v, far vi — =— .
sin(270°—v)  sin(v—180°)

o sin(v—180°) _ sinvcos180°—cosvsin180° —sinv _ sinv ~ tanv
sin(270°—v)  sin270°cosv—cos270°siny  —cosv  cosv
y=—tanv

Detta dr samma uttryck som vi fick i forra fallet. Tydligen &r sinky = —tanv da
135° <v <225°.

Lat oss slutligen studera fallet 315° <v <360°.

Vi

V2

(x, y)

Vi ser att v, =360°—v och triangelns vinkelsumma ger att
v, =90°—v, =90°—(360°—v)=v-270°.

. 1 —
Sinussatsen ger — =— Y
siny, sinv,

Om vi sitter in uttrycken for v; samt v, far vi — ! = — —) .
sin(v—270°)  sin(360° —v)

o sin(360°—v) _ sin360°cosv —cos360°sinv _ —sinv _ _siny _ ~tanv
Y sin(v —270°)  sinvcos270°—cosvsin270°  cosv cosV
y =tanv

Detta dr samma uttryck som vi fick for 0° <v <45°. Vi ser saledes att sinkv = tanv for alla v
sadana att 0° <v <45° eller 315° <v <360°. (Om vi bortser fran kravet att halla oss inom
den forsta positiva perioden kan vi sdga att sinky = tanv for —45° <y <45°))

Sammanfattning

Inom en period 0° <v <360° giller att

1 om45° <y <135°

) -1 om 225° <y <315°

sinky =
tanv om0° <y <45°¢eller315° <v <£360°
—tanv om135° <y <225°
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Graferna till kvadraticusfunktionerna

Graferna till kvadraticusfunktionerna foljer.

/ \ cosk v
0.5 | \

sink v
0 \ /

1.0

-1,0

0° 45° 90° 135° 180° 225° 270° 315° 360°

Inversa funktioner och ekvationslésning

Om vi kdnner funktionsvirdet hos sinuskvadraticus eller cosinuskvadraticus kan vi ta reda pa
vilka vinklar inom en period som kan ge dessa virden. Vi ska nu ta fram de inversa funktio-
nerna till sinuskvadraticus och cosinuskvadraticus som tar emot varden mellan —1 och 1 och
returnerar vinklar mellan 0° och 360°. Vi bendmner dessa arcsink (arcsinuskvadraticus) re-
spektive arccosk (arccosinuskvadraticus).

Rétterna till x = cosk v

135° 90° 45°
180° 0°
225° 270° 315°

Om vi har ett funktionsvérde x (x #1, x #—1) av cosinuskvadraticus finns det inom en period
tva mojliga rotter v till ekvationen x = cosk v, en i intervallet 45° < v <135° och en i inter-
vallet 225° < v <315°. Om arccosk ger roten inom intervallet 45° < v <135°, sa kan alla rot-
ter skrivas v = arccosk x +nx360°.
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Vi vill nu finna ett uttryck for funktionen arccosk.

I intervallet 45° <v <135° giller att cosk v = cosy

Lat cosk v =x. Vi vill nu finna ett uttryck for v.

CoSV
. :x
s v
siny 1
cosv X
1
tany = —
X

1
vy = arctan — +n x 180°
X

sy

Vi undrar nu vilket/vilka n som ger dnskade vinklar. Vi studerar grafen till v(x) for normalfal-

let n=0.

90°

00

-90°

-1 -0,5 0

0,5 1

Iintervallet 0 < x <1 har grafen 6nskat utseende (den gar fran (knappt) 90° till 45°). I inter-
vallet —1< x <0 skulle vi 6nska att grafen gick fran 135° till 90°, vilket den gor om vi i det

intervallet anvinder n=1.
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135°
90°
45°
-1 -0,5 0 0,5 1
Sammanfattning
arctan(l/x) om x >0
arccosk x =
arctan(1/x)+180° om x <0

Ekvationen cosk v = x har rotterna v = farccosk x + nx360°.

Rétterna till y = sink v

135° 90° 45°
180° 0°
225° 270° 315°

Om vi har ett funktionsvédrde y (y #1, y # —1) av sinuskvadraticus finns det inom en period
tva mojliga rotter v till ekvationen y =sink v, en i intervallet —45° <v < 45° och en i inter-

vallet 135° < v <225°. Om arcsink ger roten inom intervallet —45° <v < 45°, sa kan alla
rotter skrivas v = arcsink y +nx360° samt v =180° —arcsink y + nx360° .

Vi vill nu finna ett uttryck for funktionen arcsink.
Iintervallet —45° <y <45° giller att sink v =tanv.

Lat sink v =y. Vi vill nu finna ett uttryck for v.
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tanv=y
v =arctan y + nx180°

Om vi ritar upp funktionen v(y) ser vi att n = 0 ger onskad vinkel for alla y (grafen gar fran
—45° till 45°).

45°

00

—45°

Sammanfattning

arcsink y = arctan y

Ekvationen y =sink v har rétterna v = arcsink y +nx360° samt
v =180° —arcsink y +n x360°

Program

Foljande programmeringsfunktioner har skrivits for berdkning av sink v, cosk v, arcsink y
samt arccosk x. Samtliga arbetar med grader som vinkelenhet. I sig dr de periodiska sink- och
cosk-funktionerna endast definierade for vinklar inom den forsta positiva perioden. For att
rada bot pa detta gor dessa funktioner om funktionsargumentet till motsvarande vinkel i den
forsta naturliga perioden, med hjélp av funktionen Period.

Period

Denna funktion gér om argumentet (vinkeln) till motsvarande virde i den forsta naturliga pe-
rioden, genom att subtrahera vinkeln med produkten av periodens lingd och den nedat avrun-
dade kvoten mellan vinkeln och periodens ldngd (d.v.s. s manga hela naturliga perioder som
aterfinns innan perioden som argumentet finns i).

function Period(x: real): real;
begin

result := x - Floor(x / 360) * 360;
end;
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sink
function sink (x: real): real;
begin

X := Period(x);

if (x >= 45) and (x <= 135) then

result := 1
else if (x >= 225) and (x <= 315) then
result := -1
else if (x <= 45) or (x >= 315) then
result := tan(x*P1i/180)
else if (x >= 135) and (x <= 225) then
result := - tan(x*Pi/180);
end;
cosk
function cosk (x: real): real;
begin
X := Period(x);

if (x <= 45) or (x >= 315) then

result := 1
else if (x >= 135) and (x <= 225) then
result := -1
else if (x >= 45) and (x <= 135) then
result := cos(x*P1/180) / sin(x*P1/180)
else if (x >= 225) and (x <= 315) then
result := - cos(x*P1i/180) / sin(x*Pi/180);
end;
arcsink
function arcsink (x: real): real;
begin
if (x < -1) or (x > 1) then
Error ('Arcsink x dr endast definierad for -1<=x<=1.");
result := arctan(x) * 180/Pi;
end;
arccosk
function arccosk (x: real): real;
begin
if (x < -1) or (x > 1) then
Error ('Arccosk x dr endast definierad for -1<=x<=1.");
result := arctan(l/x) * 180/Pi;
if x < 0 then result := result + 180;
end;
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Rékneregler
Samband mellan sink och cosk

Sink och cosk har foljande virdetabeller:

4 | 0° 45° 90° 135° 180° 225° 270° 315° 360°
sink v 0 1 1 1 0 -1 -1 -1 0
cosk v 1 1 0 -1 -1 -1 0 1 1

Vi ser att vi far sink v om vi forskjuter cosk v 90° at hoger, d.v.s. att cosk(v —90°) =sink v.
Detta innebir ocksa att sink(v +90°) = cosk v.

Den kvadratiska motsvarigheten till “trigonometriska ettan”

sin” x+cos® x =1, d.v.s. kvadraten pa radien i enhetscirkeln. I “enhetskvadraten”, ger ut-
trycket sink’x +cosk’x = d* kvadraten pé diagonalen d i de rektanglar vi ritat upp (hypote-
nusan i trianglarna), d.v.s. kvadraten pa avstandet mellan origo och punkten (cosk v,sink v)

pa enhetskvadratens omkrets. Detta innebir att vi kan skapa en ny periodisk funktion diago-
nal, som ger avstandet som en funktion av vinkeln v.

diagonal(v) = \/ sink? v + cosk? v

Denna funktion dr periodisk med perioden 90°. Med hjélp av illustration 1 pa sidan 3 kan vi
bestimma funktionens extremvérden. For v =nx90° adr diagonal(v) =1 och for v =nx45°

b

dir n dr ett udda tal, d.v.s. for alla v =nx90°—45°, dér n &r ett helt tal, ardiagonal(v) = \/5 .

NG

0° 10° 20°  30° 40° 50° 60° 70°  80° 90°
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Diskussion

Vi har funnit uttryck for funktionerna sink samt cosk, vi har funnit uttryck for de inversa
funktionera och satt upp regler for ekvationslosning och vi har studerat rikneregler hos funk-
tionerna. Alla metoder har varit generella, varfor funktionerna nu dr definierade och bevisade
for alla reella funktionsargument inom de rimliga definitionsméingderna. (Att definiera arc-
sink samt arccosk for argument < —1 och >1 &r som exempel meningslost.)
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