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Coulombs lag och Maxwells forsta ekvation

Inledning

q192
4meqr?
avstandet mellan dem. Kraften verkar ldngs den rata linjen mellan laddningarna, och ladd-
ningar med samma tecken repellerar varandra, medan laddningar med olika tecken attraherar
varandra. Om en stor laddning Q placeras i origo, sa kommer en liten testladdning g att pa-
verkas med kraften

Tva punktladdningar g; samt g, i rymden paverkar varandra med kraften F = dar r ar

Qq
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uttryckt i sfariska koordinater. Detta ar Coulombs lag. Det elektriska kraftfaltet E kring Q
definieras som kraften per laddning:

Q .
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Inom elektromagnetismen postuleras Maxwells fyra ekvationer, vilka tillsammans beskriver
elektriska och magnetiska fenomen. Den forsta ekvationen, som i princip motsvarar Cou-
lombs lag, lyder

for alla slutna ytor S i vakuum som innesluter punktladdningen Q. Vi &mnar i det h&r doku-
mentet studera likheterna och skillnaderna mellan Coulombs lag och Maxwells (forsta) ekva-
tion, som i all vasentlighet bor tolkas som en ekvation i E-faltet.

Ekvivalens?

Vi borjar med att utreda den mycket centrala fragan, om de tva ekvationerna ar matematiskt
ekvivalenta med varandra. Forst amnar vi visa att ’Coulomb implicerar Maxwell”.

Sats 1

Bevis.

Om vi later C vara enhetssfaren sa galler att
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2w
Q #‘ Q # 1 Q f f 1,
= f EdS = —fdS = —r?sinfdfde =
41reyT? r= Ame, JJ r? r 4Tre pzl S ¢
CQ 5 0 0
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Vi ser att Maxwells ekvation atminstone géller for enhetssfaren som S. Vi vore fardiga om vi
bara kunde visa att vérdet av flodesintegralen ar detsamma oavsett vilken sluten yta S vi inte-
grerar over. Detta later sig goras med Gauss’ sats. Antag att vi vill berékna flodet Gver ytan S
i illustrationen nedan.

Om 0K = S U C sé giller enligt Gauss’ sats att

Men eftersom

V'E=V-(Lf“)= ! i( ¢ -rzsiné?) =0
A1reT? r2sin 6 \ or \4me,r?

s& maste

Fvas = fwas.
S c

Om vi istéllet beraknar flodet ut ur enhetssfaren, som tidigare, sa far vi att

fuis -2

S

for alla slutna ytor S som omsluter punktladdningen Q. [

3/8



Coulombs lag och Maxwells forsta ekvation

Vi har sdledes visat att Maxwells ekvation foljer av Coulombs lag, sa om vi bara accepterar
denna, har vi bevisat Maxwell. Vi har emellertid annu inte undersokt om Maxwell innehaller
all information — alla detaljer — som finns i Coulombs lag; till exempel kan man undra om
Coulombs uttryck for E-féaltet &r den enda I6sningen till Maxwells ekvation. Om vi lyckas visa
att ocksa Coulombs lag foljer av Maxwells ekvation sa rader alltsa ekvivalens mellan ekvatio-
nerna, och vi ar klara.

Vi véljer att visa detta under den fysikaliskt sett uppenbara férutsattningen att E = E,. (r)F.
For att astadkomma detta behover vi féljande hjalpsats.

Lemma 2

# EdS = 62 = V- E = 0 utanfor origo
0
S

Beuvis.

| Maxwells ekvation ingar pastdendet att flodet ar oberoende av vilken sluten yta S vi véljer
att integrera 6ver. Om vi beraknar flodet ut ur den ihaliga kroppen K som bestar av en yttre
begrénsningsyta S, och en inre begrénsningsyta S;, sa att 0K = S, U S;, sa giller Gauss’ sats

# EdS=#EdS+#EdS=Jij~EdV.
5, k

Si+Sy S;

Men eftersom flodet utat skall vara oberoende av ytan sa maste

#EdSz—#EdS

Sy S;

(minustecknet kommer av att vi 6ver S; beraknar flodet inat), varfor

JJJV-EdV=O

och foljaktligen V- E = 0. [ ]

Redan héar far vi reda pa nagot om E-faltets explicita uttryck. Vi inser namligen att om E # 0
sa maste

V-E=V-(E@)Ff) =

<i (E,(r)r?sin 9)) =0 E(r)= i
or

r2sin @ re
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Sats 3

OmE = E,(r)f sa galler

Bevis.

I analogi med anvéndningen av Gauss’ sats i forsta beviset géller att

#EdS=ffodV—#EdS=§@#EdS=—ﬁEdS,
S K =0 ¢ 0 S ¢

dér vi enkelt finner att

2t W

# EdS = # E.(r)fdS = f f —E (r)r?sin8dfd¢ = —E,(r)r?-2m -2 = —4nE, (r)r?
¢ ¢ 00

varfor

# EdS = # EdS = 4nE, (r)r?.
S 5

Men eftersom Maxwell pastar att

s& maste

" 4meqr?’

Flera laddningar

Om vi har n stycken laddningar kommer en testladdning att paverkas av n stycken krafter,
vilka superponeras till en resulterande kraft. Coulombs lag ger

F= 2 Qiq 8,
4-7T60T

dar Q;, r; och # ar laddningen hos punktladdning i, avstandet mellan laddningen och falt-
punkten respektive riktningen pa delkraften, varfor det elektriska faltet blir
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Coulombs lag och Maxwells forsta ekvation

Om vi har en kontinuerlig laddningstéthet (Iangs en kurva, en yta eller i en kropp i rummet) p
(enhet C/m, C/m? eller C/m°), erhaller vi rimligtvis en integral som uttryck for faltet:

pdl
E= | -/
f4neor2r

!

. PR pdS o PV &
(Beroende pa dimension fér vi ff, e L eller I, e 1)

Maxwells ekvation gf;BS EdS = Eg kan ocksd anvandas i dessa fall, vilket kommer av att integ-
0

rationsoperationen ar linjar. Adderar vi nya laddningar i hogerledet, sa far vi ocksa addera
extra falt i integranden i vansterledet.

Vi har alltsa tva satt att beskriva E-faltet pa, dels ett explicit satt i form av Coulombs lag, och
dels ett implicit satt i form av Maxwells ekvation. Man kan tycka att Maxwells ekvation ar
overflodig, eftersom man garna foredrar explicita samband snarare an implicita sadana. Emel-
lertid skall vi se att Maxwells ekvation ibland kan vara raknetekniskt dverlagsen.

E-faltet kring en linje i rummet

Vi skall nu berdkna E-féltet runt en rét linje i rummet med den konstanta linjeladdningstéthe-
ten p (dimension C/m). Vi borjar med en tdmligen naiv berédkning med integration av Cou-
lombs kraft langs linjen.

A
N>
-
—>

Vi anvander forst ett cylindriskt koordinatsystem (r, ¢, z), 0. Vi inser av symmetriskal att det
elektriska féltet inte kan bero pa vinkeln ¢, varfor vi i praktiken kan néja oss med att berakna
faltet i ett plan som innehaller linjen. Vi tar oss darfor friheten att rakna med kartesiska koor-
dinater.

0,5,2)
r
Z I,
y a
| 5 | |
—L y' L

Vi summerar samtliga kraftbidrag fran omradet y’ €] — L, L[, dar L & mycket stort, och be-
raknar faltet i punkten (0,y, z). Enligt observationen ovan bestammer vi alltsa endast faltet i
planet x = 0.
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Vi far
L / L
E_fpdy L P fdyA
= f= f.
41r€eT? dmey ) 12

Vi inser att alla bidrag i §-led kommer att summera till noll av symmetrin, sa vi sluter oss till
att E = E,(z)Z. Vi kan da for enkelhets skull pa en gang borja rakna skalart, och bara summe-
ra kraftkomponenterna i Z-led.

Om den totala kraften fran en liten laddningspunkt &r lika med |F|, sd inser vi att komponen-
ten i Z-led ar lika med |F,| = |F| - sina, dir a = arctany_ZT. Men eftersom sin arctans =

z

p 0 - - g0 =
sa har vi |F,| = |F| --—————=. Vi far integralen
N | =¥ e g
E = p2 dlsma— f , z
4Te) J r? 41e) (ZZ+(y y)z)\/zz+(y y)z
) t=y— y,
dy dt = —dy

4ﬂ60 @+ (- Y2 |y sLet-oy-L

y >o—-Let-oy+L
y—L y+L
—dt pPZ dt

" 4me, f (22 +t2)372  4me, (z2 +t2)3/%
y+L y—L

Man kontrollerar enkelt att

d( t )_ 1
dt \z24t2 + 22/ (2% + t2)3/2

varfor
_ pz [ ]y+L pZ y+1L _ y—L
~ 4meg 22\/t2 + 72 Ameo |72, /(y + L)2 + 22 22/(y — L)% + 72

Om L ar mycket stort (gar mot oandligheten) kan vi férsumma alla termer i téljarna férutom

L, och i ndmnarna kan vi forsumma alla termer fbrutom L% under rottecknet, s& vi far att

2
gransvardet av differensen inom parentesen bI|r St ==

ZZ
Slutligen far vi alltsa
z 2
E=" 2 —|z=z2|=—"2
dmey z 2TEyZ

Maxwells ekvation

Vi borde ocksa kunna harleda E-faltet med Maxwells ekvation; om inte annat sa kan vi ju
alltid aterfa Coulombs lag fran den, men vi méarker strax att det inte & nédvandigt.

Vi lagger en sluten cylinder S med radien r med symmetriaxeln pa linjen.
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Coulombs lag och Maxwells forsta ekvation

Eftersom féltet enbart har en radiell komponent blir flodet noll genom cylinderns &ndytor;
flodet genom mantelytan blir daremot ortogonalt, och darmed lika med faltets belopp ganger
ytans area.

Q p-2L p
EdS=—© 2rn-2L-E.(r) = S E.(r)=
€0 €0 2megT
S
Vi far alltsd omedelbart att
—__P &
2megr

Vi marker alltsd att Maxwells ekvation ar extremt mycket lattare att anvanda, an Coulombs
lag, vid berakning av E-falt kring laddningsférdelningar med olika geometri. Maxwells ekva-
tion ma vara implicit, men extremt praktisk.
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