Linjar algebra pa nagra minuter



Linjara ekvationssystem

Ekvationssystem:
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Loses pa matrisform:
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| det har fallet finns en entydig I6sning, vilketyder att determinanten av koefficienta
trisen &r nollskildLinjara ekvationssystem kan ocksa sakna losningar, eller ha oandligt
manga. Notera att systemet kan tolkas som skarningspunkterna mellan tre plan i rummet.

Loses med matrisekvation:
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Vektorer

Geometrisk definition:

Envektor ar en riktad stracka, d.v.en pil som bestams av sin storlek ochtrik
ning, men inte asinposition.

Algebraisk definition:
Envektor i ett (reellt) € -dimensionellt rum &r etbbjekt pa formen
o ho B hoo

dar allaw ar reella tal.



Baser och koordinatsystem
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Baser och koordinatsystem
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Basbyte

L&t'H “H E “H vara standardbasen ocH

"H E "H en ny bas. Latwarabasby-
tesmatrisen d.v.s. den matris vars kolonner utgors Bivektorernas koordinater uttryckta i
standardbasen, d.v.s.
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Det omvéanda sambandet ar (givetvisoy Y Q.



Vektorrum ( axiom, formell definition)

Laty vara entalkropp (till exempels ellere; i den har kursen alltid ). En ickeom
mangdc séges vara ettektorrum dver Lt om

|. Det finns eroperation®w @© wkalladaddition (+) sa att

a. war sluten under + NG TN o T TIN w
b. + kommuterar T

c. + ar associativ T T
d. det finns ett neutralt element N T

e. till varje’I v wfinns eninversz’l 7l

Il. Det finns en operation ®w© wkalladmultiplikation med skaléar(t) sa att

a. war sluten undet _NOT IV o _tTIN
b. det existerar ett neutralt elementd pt’l I

c. t ar éassociati¢ _t ot _

d. t distribuerar 6ver + b _ ottt ot
e. t distribuerar 6ver + @ tr _tr _t7

Element iw kallasvektorer och element U kallasskalarer

(Notera att kraven l.a och Il.a egentligen &r dverflodiga.)



Vektorrum

Det finns manga vektorrum (méangder och operationer som uppfyller axiomen). Till exe
pel finns det rum av geometriska vektorer, rum av matriser, rum av funktioser, o

Men i den har kursen avser vi nastan alftid nar vi pratar om ett vektorrunsa ar ju
mangden av alla-tupler o B o  under vanlig vektoraddition och multiplikation
med skalar, och dessa operationer uppfyller axiomen for vektorrum.

/méangden av alla punkter pa/ tallinjen
/mangden av alla punkter i/ planet
d /mangden av alla punkter i/ rummet
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Polynomrummet |,

Ibland réknar vi ocksd med polynomrumntet som &r mangden av alla polynom av grad
¢ eller lagre.

Obsenrera att
AED ¢ p8
Till exempel kravs ju fyra tal for att entydigt ange ett polynom av grad tre:



Polynomrummet | fungerar likadant som 5 °
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A och0 &risjalva verkelsomorfa. Slutsats: | den har kursen arbetar vi nastan utesl
tande i rummets



Underrum

En delmé&ngd av ett vektorrum sages varawttierrumom delmangden i sig ar ett vekto
rum, d.v.s. om summan av tva vektorer i delmangden ocksa tillhér delméangden, och om en
skalar ganger en vektor i delméngden ocksa alltid ligger i delmangden.

En linje elr ett plangenom origoar alltidett underrumavs
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Linjen ar ett vektorrum. Linjen arinte ett vektorrum.



Skalarprodukt *

Enskalarprodukti ett (reellt) vektorrum &r en operation som tar in tva vektoréioch’l
och ger ifrén sig en skaldils1 , s att

|. operationen & kommutativ "IS] "I
Il. operationen distribuerar éver + 117 "I "IS]
ll. for en skalar_galler 171 _ IS
V. icke-negativproduktmed sig sjalv st om
V. é6F NI y2ttrty I8NI Y 2EKIE &1y "

Varje operation (funktion) som tar in tva vektorer och ger ifran sig en skalar och spm up
fyller axiomen ovan, sages varaskalarprodukt. | den hdursen avser vi emellertid ns
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| planet och rummet kan man visa att
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Skalarprodukt *

Ett vektorrum med en skalarprodukt kallgs ett euklidiskt rum.

(D.v.s..: om man bestammer sig for att arbeta med en viss skalarprodukt i ett visst-vekto
NHzYZ an KFENJYlLy éaAatftaidnyRe a0 (1FE€tF @S
ange ett euklidiskt rum, maste man alltsa ange vilkkalarprodukt som anvands.)

| planet och rummet vet vi att langden av en vektor

Sls "IS1 8

Detta betyder att vi i alla euklidiska rum kan tala @mgder(varje euklidiskt rum ar ett
normeratrum), aven om langden inte har nagon geometrisk tolkning. Dessktomian-

den av en vektor i ett vektorrum variera beroende pa vilken skalarprodukt man anvander!

| ett euklidiskt rum kan man ocksa tala @vstand(varje euklidiskt rum &r etinetriskt
rum). Avstandet mellan tv& vektoréroch’l definieras da (lampligdrsoms|  Is



Vinklar mellan vektorer

Med hjalp av skalarprodukten ar det mycket enkelt att berakna vinkeln mellan tva-vekt
rer.

Exempel:

Skalarprodukten ar & ena sidan
151 pt ¢ otp mig p
och a andra sidan
181 SISISAT-O Vip ictAT-@
Darfor ar

— AOGAALD yiws
olp T



Linjer

Enlinjein (t.ex.a ellers )kan anges pa parameterforrBxempelEn linjei rummet
som gar genom punkterph ph; och har riktningsvektornpfphp kan skrivas

0P P
bdHO H p  Hp B
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Detta skall tolkas som att ar vardemangdertill funktionen i hégerledet, d.v.s. mangden
av alla punkter som kan erhallas for nagoNarovarierar flyttar vi oss langs linjen.

Linjer iplanetsi kan ocksa skrivas pa normalform, d.v.s. sonelerationi planets koo-
dinater, som till exempel

Cw Tw 08
Detta tolkas som att linjen & mangden av alla punktdro N 8 som uppfyller ekvatin-

en.Linjens normal archt  ochlinjen garinte genom origo, eftersom det inte star noll i
hogerledet(sd oo 1Tt 16ser inte ekvationen)



Plan

Ett plania (t.ex.s )kan anges pa parameterforrixempelEtt plan i rummet som gar
genom punkten ofufp och spanns upp av vektorernptphp och phrix; heter
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Detta skall tolkas som att &r vardeméangdertill funktionen i hdgerledet, d.v.s. mangden
av alla punkter som kan erhallas fér nagot par acho. Nari ochovarierar sveper vi
Over planet.

Plan irummet s kan ocksa skrivas pa normalform, d.vamsenekvationi rummets lo-
ordinater, som till exempel

Cw TWw & o8
Planets normal archthp och det géinte genom origo, eftersom det inte star noll i hige
ledet (s& ofvhy  miwdIt 16ser inte ekvationen).



Baser och koordinatsystem
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Avstand mellan punkt och linje i planet.
Ortogonal projektion, spegling.

A Bestam linjens ekvation, och sedaarmalens riktning. Det &r I4tt.ex.eftersom
foXe) p.

A Bestampa parameterfornden rata linje som gar genom punkten, och har linjens
normal som riktningDet &r latt, ty viharju linjens riktningsvektor. Och en punkt
och en riktningvektorger ju en linjepa parameterform



Skarningspunkt mellan tva linjer i planet

A Bestam ekvationerna for linjerna p& normalform.
A En skarningspunkt &r ju en punkt som ligger p& bada tiajed.v.s. som uppfyller

bada ekvationernaamtidigt Saledes bestammes punkten genom att |6sa dettekva
ionssystem som de tva linjernas ekvationer ger upphov till tillsammans.

Skarningspunkt er (-linje) mellan tva plan i rummet

A Ett plan i rummet kan besias med sin normalekvation. Saledes loses det héi pr
blemet pa exakt samma satt.



Skarningspunkt mellan tva linjer i rummet

En linje i rummet har ingen normalekvati@d har maste vi anvanda parameterbeskri
ningen av linjerna i stallet.
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Tank pa att anvanda tva olika variabler for respektive parameter! (Tva flygplansspar som
korsar varandrga den vackra blaa himldsehover inte betyda atplanen kolliderat, d.v.s.
att de inte bara varit pa samma plats, utan ocksa vid samnpauikk.)



Linjara avbildningar

En funktion som uppfyller villkoren

nO uI ’?’I nO uI nO '?’I
nO_uI nd

kallaslinjar.

Man kanvisa att varje linjar avbildningiellan tva vektorrunkan skrivas som en madi
produkt, d.v.s. att det alltid finns en matiissa att

NON I W

dar’l “Hb, d.v.sar koordinatmatrisen fofl.

Kolonnerna i avbildningsmatrisénar bilderna av basvektorerna, d.v.s.
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Exempel pa linjara avbildningar

| planet: a © 4

C p
l rummet; 9 O 4
C T T
0 m p O
C ¢ C

Fran rummet till planet: a1 © 5

QA

| den har kursen studerar vi framst avbildningar dar ursprungsrum och malrunt-ar de
samma, d.v.s. sa kallagedomorfismer. Dessa beskrivs forstas av kvadratiska matriser.



Exempel pa linjara avbildningar i planet

A ldentitetsavbildningen:
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Skalning:
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A Rotation:
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