
Linjär algebra på några minuter



Linjära ekvationssystem  
 

Ekvationssystem: 

ὼ ςώ ᾀ χ
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Löses på matrisform: 
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I det här fallet finns en entydig lösning, vilket betyder att determinanten av koefficientma-

trisen är nollskild. Linjära ekvationssystem kan också sakna lösningar, eller ha oändligt 

många. Notera att systemet kan tolkas som skärningspunkterna mellan tre plan i rummet. 

 

Löses med matrisekvation: 

ὃὢ ὄᵼὢ ὃ ὄ     ÏÍ   ÄÅÔὃ πȢ 



Vektorer  
 

 

Geometrisk definition: 

En vektor är en riktad sträcka, d.v.s. en pil som bestäms av sin storlek och rikt-

ning, men inte av sin position. 

 

 

Algebraisk definition: 

En vektor i ett (reellt) ὲ-dimensionellt rum är ett objekt på formen 

ὼȟὼȟȣȟὼ  

där alla ὼ är reella tal. 

 

  



Baser och koordinatsystem  
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Koordinatmatrisen ὢἭ 



Baser och koordinatsystem  
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Basbyte 
 

Låt Ἥ Ἥ  Ễ   Ἥ  vara standardbasen och Ἦ Ἦ  Ễ   Ἦ  en ny bas. Låt Ὕ vara basby-

tesmatrisen, d.v.s. den matris vars kolonner utgörs av Ἦ-vektorernas koordinater uttryckta i 

standardbasen, d.v.s. 

Ὕ
ể ể
Ἦ Ễ Ἦ

ể ể

Ȣ 

 

Om 

Ἶ ἭὢἭ ἮὢἮ 

så gäller 

Koordinatsambandet 

ὢἭ ὝὢἮȢ 

 

Det omvända sambandet är (givetvis!)    ὢἮ Ὕ ὢἭ  .



Vektorrum ( axiom, formell definition)  * 
 

Låt ὑ vara en talkropp (till exempel ᴙ eller ᴇ; i den här kursen alltid ᴙ). En icke-tom 

mängd ὠ säges vara ett vektorrum över ╚ om 

I. Det finns en operation ὠ ὠᴼὠ kallad addition (+) så att 

a. ὠ är sluten under +  Ἵᶰὠ Ἶ᷈ɴ ὠᵼἽ Ἶɴ ὠ 

b. + kommuterar   Ἵ Ἶ Ἶ Ἵ 

c. + är associativ   Ἵ Ἶ Ἷ Ἵ Ἶ Ἷ  

d. det finns ett neutralt element ᶰὠ Ἶ Ἶ 

e. till varje Ἶɴ ὠ finns en invers ɀἾ Ἶ Ἶ  

 

II. Det finns en operation ὑ ὠᴼὠ kallad multiplikation med skalär (ẗ) så att 

a. ὠ är sluten under ẗ   ‗ɴ ὑ Ἶ᷈ɴ ὠᵼ‗ẗἾɴ ὠ 

b. det existerar ett neutralt element i ὑ ρẗἾ Ἶ 

c. ẗ är έassociativέ   ‗ẗ‘ẗἽ ‗‘ẗἽ 

d. ẗ distribuerar över + i ὑ  ‗ ‘ẗἽ ‗ẗἽ ‘ẗἽ 

e. ẗ distribuerar över + i ὠ  ‗ẗἽ Ἶ ‗ẗἽ ‗ẗἾ 

Element i ὠ kallas vektorer och element i ὑ kallas skalärer. 

(Notera att kraven I.a och II.a egentligen är överflödiga.)  



Vektorrum  
 

 

 

Det finns många vektorrum (mängder och operationer som uppfyller axiomen). Till exem-

pel finns det rum av geometriska vektorer, rum av matriser, rum av funktioner, osv. 

Men i den här kursen avser vi nästan alltid ᴙ  när vi pratar om ett vektorrum. ᴙ  är ju 

mängden av alla ὲ-tupler ὼȟὼȟȣȟὼ  under vanlig vektoraddition och multiplikation 

med skalär, och dessa operationer uppfyller axiomen för vektorrum. 

 ᴙ: /mängden av alla punkter på/ tallinjen 

 ᴙ : /mängden av alla punkter i/ planet 

 ᴙȡ /mängden av alla punkter i/ rummet 

 ể 

  



Polynomrummet ╟▪ 
 

 

 

 

Ibland räknar vi också med polynomrummet ὖ, som är mängden av alla polynom av grad 

ὲ eller lägre. 

 

Observera att 

ÄÉÍὖ ὲ ρȢ 

Till exempel krävs ju fyra tal för att entydigt ange ett polynom av grad tre: 

ὴὼ ὥὼ ὥὼ ὥὼ ὥ 

  



Polynomrummet ╟▪ fungerar likadant som ᴙ▪  

   

I ᴙ : Ἶ Ἥ Ἥ Ἥ Ἥ Ἥ Ἥ
ρ
ρ
στϳ

 

I ὖ: Ἶ ρ ὼ ὼ ρ ὼ ὼ

ρ
ρ
στϳ

 

 

ᴙ  och ὖ är i själva verket isomorfa. Slutsats: I den här kursen arbetar vi nästan uteslu-

tande i rummet ᴙ . 

Ἶ 



Underrum  
 

En delmängd av ett vektorrum säges vara ett underrum om delmängden i sig är ett vektor-

rum, d.v.s. om summan av två vektorer i delmängden också tillhör delmängden, och om en 

skalär gånger en vektor i delmängden också alltid ligger i delmängden. 

En linje eller ett plan genom origo är alltid ett underrum av ᴙ . 

   

Linjen är ett vektorrum.   Linjen är inte ett vektorrum. 

  



Skalärprodukt  * 
 

En skalärprodukt i ett (reellt) vektorrum är en operation som tar in två vektorer Ἵ och Ἶ 

och ger ifrån sig en skalär ἽȿἾ, så att 

I. operationen är kommutativ  ἽȿἾ ἾȿἽ 

II. operationen distribuerar över +  ἽȿἾ Ἷ ἽȿἾ ἽȿἿ  

III. för en skalär ‗ gäller   Ἵȿ‗Ἶ ‗ἽȿἾ 

IV. icke-negativ produkt med sig själv  ἽȿἽ π 

V. έōŀǊŀ ƴƻƭƭŀƴ ƎŜǊ ƴƻƭƭέ   ἽȿἽ πᵾ Ἵ  

Varje operation (funktion) som tar in två vektorer och ger ifrån sig en skalär och som upp-

fyller axiomen ovan, säges vara en skalärprodukt. I den här kursen avser vi emellertid näst-

ŀƴ ŀƭƭǘƛŘ ŘŜƴ έǾŀƴƭƛƎŀέ ǎƪŀƭŅǊǇǊƻŘǳƪǘŜƴΥ 
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I planet och rummet kan man visa att 

ἽȿἾ ȿἽȿȿἾȿÃÏÓ‌ȟ ‌ ᷁ἽȟἾȢ 



Skalärprodukt  * 
 

 

Ett vektorrum med en skalärprodukt kallas för ett euklidiskt rum. 

(D.v.s.: om man bestämmer sig för att arbeta med en viss skalärprodukt i ett visst vektor-

ǊǳƳΣ ǎň ƘŀǊ Ƴŀƴ έǘƛƭƭǎǘňƴŘέ ŀǘǘ ƪŀƭƭŀ ǾŜƪǘƻǊǊǳƳƳŜǘ ŦǀǊ Ŝǘǘ ŜǳƪƭƛŘƛǎƪǘ ǊǳƳΦ hƳ Ƴŀƴ ǎƪŀƭƭ 

ange ett euklidiskt rum, måste man alltså ange vilken skalärprodukt som används.) 

I planet och rummet vet vi att längden av en vektor 

ȿἾȿ ἾȿἾȢ 

Detta betyder att vi i alla euklidiska rum kan tala om längder (varje euklidiskt rum är ett 

normerat rum), även om längden inte har någon geometrisk tolkning. Dessutom kan läng-

den av en vektor i ett vektorrum variera beroende på vilken skalärprodukt man använder! 

I ett euklidiskt rum kan man också tala om avstånd (varje euklidiskt rum är ett metriskt 

rum). Avståndet mellan två vektorer Ἵ och Ἶ definieras då (lämpligen) som ȿἽ Ἶȿ. 

  



Vinklar mellan vektorer  
 

Med hjälp av skalärprodukten är det mycket enkelt att beräkna vinkeln mellan två vekto-

rer. 

 

Exempel: 

Ἵ ρȟσȟπ 

Ἶ ςȟρȟς 

Skalärprodukten är å ena sidan 

ἽȿἾ ρẗ ς σẗρ πẗς ρ 

och å andra sidan 

ἽȿἾ ȿἽȿȿἾȿÃÏÓ— ЍρπẗσẗÃÏÓ—Ȣ 

Därför är 

— ÁÒÃÃÏÓ
ρ

σЍρπ
ψσȟωЈȢ 

  



Linjer  
 

En linje i ᴙ  (t.ex. ᴙ  eller ᴙ ) kan anges på parameterform. Exempel: En linje i rummet 

som går genom punkten ρȟρȟς och har riktningsvektorn ρȟρȟρ kan skrivas 
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Ἥ
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ρ
ρ
ρ
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Detta skall tolkas som att ὒ är värdemängden till funktionen i högerledet, d.v.s. mängden 

av alla punkter som kan erhållas för något ὸ. När ὸ varierar flyttar vi oss längs linjen. 

 

Linjer i planet ᴙ  kan också skrivas på normalform, d.v.s. som en ekvation i planets koor-

dinater, som till exempel 

ςὼ τώ σȢ 

Detta tolkas som att linjen är mängden av alla punkter ὼȟώᶰᴙ  som uppfyller ekvation-

en. Linjens normal är ςȟτ och linjen går inte genom origo, eftersom det inte står noll i 

högerledet (så ὼȟώ πȟπ löser inte ekvationen).  



Plan 
 

Ett plan i ᴙ  (t.ex. ᴙ ) kan anges på parameterform. Exempel: Ett plan i rummet som går 

genom punkten σȟυȟρ och spänns upp av vektorerna ρȟρȟρ och ρȟπȟς heter 
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Detta skall tolkas som att ɩ är värdemängden till funktionen i högerledet, d.v.s. mängden 

av alla punkter som kan erhållas för något par av ί och ὸ. När ί och ὸ varierar sveper vi 

över planet. 

 

Plan i rummet ᴙ  kan också skrivas på normalform, d.v.s. som en ekvation i rummets ko-

ordinater, som till exempel 

ςὼ τώ ᾀ σȢ 

Planets normal är ςȟτȟρ och det går inte genom origo, eftersom det inte står noll i höger-

ledet (så ὼȟώȟᾀ πȟπȟπ löser inte ekvationen).



Baser och koordinatsystem  
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Avstånd mellan  punkt och linje  i planet . 

Ortogonal projektion, spegling.  
 

 

 

 

Á Bestäm linjens ekvation, och sedan normalens riktning. Det är lätt, t.ex. eftersom 

ὯὯ ρ. 

 

Á Bestäm på parameterform den räta linje som går genom punkten, och har linjens 

normal som riktning. Det är lätt, ty vi har ju linjens riktningsvektor. Och en punkt 

och en riktningsvektor ger ju en linje på parameterform. 

  



Skärningspunkt mellan två linjer i planet  
 

 

 

Á Bestäm ekvationerna för linjerna på normalform. 

 

Á En skärningspunkt är ju en punkt som ligger på båda linjerna, d.v.s. som uppfyller 

båda ekvationerna samtidigt. Således bestämmes punkten genom att lösa det ekvat-

ionssystem som de två linjernas ekvationer ger upphov till tillsammans. 

 

Skärningspunkt er  (-linje) mellan två plan i rummet  
 

Á Ett plan i rummet kan beskrivas med sin normalekvation. Således löses det här pro-

blemet på exakt samma sätt.  



Skärningspunkt mellan två linjer i rummet  
 

En linje i rummet har ingen normalekvation, så här måste vi använda parameterbeskriv-

ningen av linjerna i stället. 
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Lös ekvationssystemet 

σ ὸ π ί
υ ὸ ς ςί
ρ ὸ σ πί

 

 

Tänk på att använda två olika variabler för respektive parameter! (Två flygplansspår som 

korsar varandra på den vackra blåa himlen behöver inte betyda att planen kolliderat, d.v.s. 

att de inte bara varit på samma plats, utan också vid samma tidpunkt.)  



Linjära avbildningar  
 

En funktion som uppfyller villkoren 

ὊἽ Ἶ ὊἽ ὊἾ 

Ὂ‗Ἵ ‗ὊἽ 

kallas linjär. 

 

Man kan visa att varje linjär avbildning mellan två vektorrum kan skrivas som en matris-

produkt, d.v.s. att det alltid finns en matris ὃ så att 

ὊἽ Ἥὃὢ 

där Ἵ Ἥὢ, d.v.s. ὢ är koordinatmatrisen för Ἵ. 

 

 

Kolonnerna i avbildningsmatrisen ὃ är bilderna av basvektorerna, d.v.s. 

ὃ
ể ể

ὊἭ Ễ ὊἭ

ể ể

Ȣ 



Exempel på linjära avbildningar  
 

 I planet:   ᴙ ᴼᴙ  

   ὃ
ρ ς
ς ρ

 

 

 I rummet:   ᴙ ᴼᴙ  

 

   ὃ
ς π π
π ρ σ
ς ς ς

 

 

 Från rummet till planet:   ᴙ ᴼᴙ  

 

   ὃ
ς π π
π ρ σ

 

 

I den här kursen studerar vi främst avbildningar där ursprungsrum och målrum är det-

samma, d.v.s. så kallade endomorfismer. Dessa beskrivs förstås av kvadratiska matriser. 



Exempel på linjära avbildningar i planet  
 

Á Identitetsavbildningen:  

 ὃ
ρ π
π ρ

 

 

  

ὃ 



 

Á Skalning: 

 ὃ
ὥ π
π ὦ

 

 

  

ὃ 
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Á Rotation: 

 ὃ
ÃÏÓ— ÓÉÎ—
ÓÉÎ— ÃÏÓ—

 

 

  

ὃ 

— τυЈ 


