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0.1 Forord till utkastet
Den har texten ar tankt att bli en (omfattande) larobok i inledande matematik, pa hégskoleniva. Av
de @mnen som behandlas pa hogskolan har jag for avsikt att tdcka foljande i princip fullstandigt:

Grundkurs i matematik
= Linjar algebra
= Envariabelanalys

Flervariabelanalys
= Vektoranalys.

Jag har ocksa for avsikt att ge en nagot mer begrédnsad inblick i bland annat foljande omraden:

=  Abstrakt algebra

= Funktionalanalys

= Fourieranalys

Matt- och integrationsteori
Partiella differentialekvationer.

Den har texten kommer till viss del att ha manga likheter med existerande verk i inledande hogsko-
lematematik, men kommer — som synes — att ga langre an de flesta av dessa. Forfattarens forhopp-
ning ar att detta emellertid inte kommer att ske pa bekostnad av pedagogik och tydlighet, eller pa
bekostnad av stringens och fullstdndighet. Nagra huvudsakliga idéer som ligger till grund for texten ar
foljande:

= Texten skall praglas av hogsta mojliga tydlighet.

= Boken skall vara lamplig som lasning for nyboérjare i hogskolematematiken. Det skall inte vara
svart att lasa texten, inte ens for studenter som ar mattligt fortjusta i matematik.

= Aven mer hidngivha matematikstudenter skall hitta godsaker i boken.

= Alla skolboksmoment skall exemplifieras tydligt och rikligt. Mangtaliga exempel pa konkret
problemldsning skall ges; |6sta exempel ges i bld rutor.

= Vanliga nyborjarfel skall lyftas fram; detta gors i speciella réda rutor.

= Texten avstar inte fran att nar lampligt gora djupdykningar i mer avancerat material, men sa-
dant material, som inte ar nédvandigt for en nyborjare i hogskolematematik, markeras tyd-
ligt med asterisker (*).

= QOch framfor allt vill jag betona vikten av god matematisk kommunikation.

Tanken ar att jag fran den langa texten skall kunna extrahera delméngder — delbécker — lampliga for
olika sorters lasare. Borttagning av alla asteriskmarkerade avsnitt och annat mer férdjupande
material skall resultera i en (mindre) bok extra lamplig for nyborjare i matematik, vilka kanske inte ar
alltfér roade av matematikamnet i sig. A andra sidan skall borttagande av upprepade forklaringar, de
roda rutorna och ersattande av vissa avsnitt med alternativa asteriskmarkerade avsnitt resultera i en
bok [ampad for de lite mer motiverade matematikstudenterna.

Slutligen har forfattaren for avsikt att 6versatta hela boken till engelska nar den ar fardig. Slutresulta-
tet — om jag kommer dit — &r alltsa sex larobocker i matematik (vilka?).
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0.2 Forkunskaper

Det ar nastintill omaijligt att skriva en larobok i matematik utan att forvanta sig att ldsaren redan be-
sitter vissa forkunskaper i amnet. Den har texten ar emellertid avsedd att tjana som en inledande
text i hogskolematematik, varfér den kraver forhallandevis ringa forkunskaper av ldsaren. | princip
krdvs inte mer an hogstadiets samtliga och gymnasiets forsta kurser i matematik. Det underlattar
daremot om man last mer matematik pa gymnasiet.

Mer specifikt férvantas ldsaren vara mycket val fortrogen med tal och rakning med sadana. Lasaren
bor kdnna till heltalen (...,—3,—2,—1,0,1, 2, 3, ...) och de rationella talen (sasom %, 0.43 och
—321.1). | praktiken skall Iasaren ocksa kunna rakna med reella tal. Vidare forutsatts fortrogenhet

med de fyra raknesatten (addition, subtraktion, multiplikation och division) ndr de anvéands pa rat-
ionella (och reella) tal.

Lasaren forvantas ocksa vara bekant med enkel algebra (med tal). Detta innebér dels att ldsaren kan-
ner till de lagar som géller for de fyra raknesatten, dels att Iasaren kan formulera uttryck och utsagor
med hjalp av symboler och abstrakta "bokstaver” som platshallare. Enkel ekvationslésning bér man
ocksa ha med sig i bagaget.

Tecknen =, <, <, >, =, + bor vara bekanta; dessa bildar utsagor om par av tal.

Endast mycket grundlaggande kunskaper om geometri kommer att forutsattas. | praktiken racker det
med att ldsaren har en intuitiv forstaelse for begreppen langd/avstand, area och volym samt kanne-
dom om de allra enklaste formlerna inom geometrin, sdsom arean av en rektangel och av en cirkel.
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1.1 Matematiskt sprak

1.1.1 Vad ir matematik?

Man kan saga att matematik handlar om tva saker: kommunikation och argumentation. Inom ett
visst matematisk omrade (t.ex. analys, algebra eller grafteori) kommer man 6verens om ett gemen-
samt sprak for att beskriva de objekt man studerar (t.ex. tal, mangder och funktioner). Nu ar det for-
visso inte sa att alla matematikbdcker anvander exakt samma terminologi och konventioner, men
inom varje verk utvecklar man i regel en bestamd terminologi, och i de flesta fall (dtminstone nar det
géller grundldggande matematik) ar olika verk ganska 6éverens om de mest centrala begreppen. Det
héar handlar alltsd om kommunikation — man beskriver objekt. Har &r nagra exempel pa beskrivningar
av objekt som férekommer inom olika delar av matematiken (bara forsta and andra exemplen torde
vara bekanta for en student som kommer direkt fran gymnasiet):

=  Talet 53 dr ett primtal.

— (talteori) Beskriver talet 53.
*  Funktionen sin dr strdngt vixande pa [0, 1 /2].

— (analys) Beskriver funktionen sin.
*  Madngden {(x,y) € R?:x? + 2y* < 9} dr kompakt (=sluten och begrdnsad).

— (analys) Beskriver mangden {(x,y) € R?:x? + 2y* < 9}.
= Varje icke-konstant polynom med komplexa koefficienter har ett komplext nollstdille.

- (algebra) Beskriver kroppen' C.
= Den symmetriska gruppen pa fem symboler dr inte I6sbar.

- (algebra) Beskriver den symmetriska gruppen” S= pa fem symboler.
= Petersengrafen har kromatiskt nummer 3.

- (grafteori) Beskriver grafen® som gar under namnet Petersengrafen.

Det ar forstas inte bara inom matematiken man beskriver objekt. Det som kdnnetecknar just den
matematiska beskrivningen av objekt dr den exakthet som rader: matematiska begrepp maste vara
(perfekt) precisa — det far inte rada nagon som helst tveksamhet angaende var ett ord betyder. Ocksa
kannetecknande for matematisk beskrivning ar att man ar valdigt frikostig med att via definitioner
infora nya begrepp (jamfér med inférandet av nya ord inom vanligt sprakbruk); det behovs ju ocksa
manga begrepp for att precist kunna beskriva objekt. Bade objekt (t.ex. tal, méngder och funktioner)
och deras beskrivande egenskaper kan betraktas som "begrepp”. Exempel pa begrepp (beskrivande

egenskaper) som beskriver funktioner ar “"kontinuerlig”, ”strangt vaxande”, "injektiv”, “udda” och
"begransad”, bara for att namna en mycket liten del av den armada av begrepp som ror funktioner.

'En kropp ar en slags algebraisk struktur. Q, R och C ar kroppar, men inte Z som far ndja sig med att vara en
kommutativ ring. (En kropp dr en kommutativ ring dar varje nollskilt element har en multiplikativ invers.)

’En grupp ar ocksa en slags algebraisk struktur. (Faktiskt sa ar varje ring ar en grupp, liksom varje vektorrum.)

} Tyvarr kan ordet “graf” betyda tva helt olika saker inom matematiken. Dels kan man tala om grafen till en
funktion, t.ex. sinuskurvan y = sin x. Petersengrafen dr emellertid inte den sortens graf, utan i stéllet den sorts
graf man studerar inom grafteorin. | princip ar en sadan graf en mangd noder tillsammans med en mangd bdgar
(eller kanter) som forbinder vissa noder med varandra (eller sig sjalva). Grafteori ar ett forskningsfalt med till-
lampningar inom vitt skilda discipliner. (eller sig sjdlva) a avsnitt. Om man i stillet e moment man laser i sin
hogskolekurs digt bestamt. Alltsa kan man fullstandigt
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Nar man infort ett sprak for att beskriva en sorts objekt kan man ocksa fundera pa sambanden mel-

lan olika begrepp. Till exempel kan man (mycket enkelt!) resonera sig fram till att en funktion som ar
strangt viaxande, nodvandigtvis, ocksa ar injektiv. Daremot ar inte varje injektiv funktion strangt vax-
ande.

Ett pastaende i stil med ”Varje icke-konstant polynom med komplexa koefficienter har ett komplext
nollstalle” kallas for en matematisk utsaga, och ar antingen sant eller falskt. Exempel pa sanna utsa-
gorar”1 4+ 1 = 2", de fem som radas upp i punktlistan ovan och den nyligen diskuterade utsagan

"Varje strangt vdaxande funktion ar injektiv”. Exempel pa falska utsagor ar”1 + 1 = 3”, "Talet 51 &r

ett primtal” och ”Varje injektiv funktion ar strangt vaxande”. Nar man i tal eller skrift argumenterar
pa ett sadant satt att det blir fullkomligt uppenbart att en viss utsaga ar sann, sa sdger man att man

har bevisat den, eller gett ett bevis for den. Ett bevisat pastaende kallas for en sats.

Ett ganska sympatiskt satt att se pa matematiken &r att matematiken ar den del av svenskdmnet ddr
exaktheten i beskrivningar och resonemang dr tagen till sin spets. Detta gor ocksa att man inom just
matematiken, men svarligen utanfor den, kan dra oerhort sofistikerade slutsatser om mycket inveck-
lade objekt. Inneb6rden av de flesta satser gar (med olika stor moda) att forklara med bara vanliga,
allménna, ord, men i manga fall krdvs da vdldigt manga ord, och den slutsats som dras i satsen fore-
faller da sa invecklad att en icke-matematiker kan fa for sig att man maste vara av 6vermansklig intel-
ligens for att kunna dra den slutasen. Sa ar det egentligen inte; i stallet &r hemligheten att matemati-
ker delar upp stora problem i manga mycket sma delar, och undersoker ett litet samband i taget.

1.1.1.1 Matematiska texter

Ett vanligt missforstand bland personer som ar nya i hogre matematik ar att man alltid anvander
matematiska symboler i stallet for vanliga svenska ord och meningar nar man bevisar matematiska
utsagor. Sa ar inte fallet! Tvartom, som jag férsokt antyda ovan, handlar matematik just om att ar-
gumentera med hjalp av manskligt sprak (t.ex. svenska spraket). Det finns manga exempel pa mate-
matiska bevis som kan utféras enbart med hjalp av ord (dock inklusive begrepp som bara anvands
inom det aktuella omradet), t.ex. inom abstrakt algebra och grafteori. Nar man forfattar ett bevis ar
det mycket viktigt att det ar latt att folja for lasaren, att det framgar mycket klart och tydligt hur for-
fattaren resonerar. Detta gar ndstan inte att astadkomma utan att anvanda vanliga ord och uttryck

” . n

som "om”, "eftersom”, “darfor”, "och”, “eller” och "med tanke pa att

III

Daremot kan man i manga fall infoga matematiska formler (strangar av symboler) antingen som
nominalfraser eller som (grammatiska) satser i vanlig text. Till exempel kan man med férdel skriva

. 1 ] . . i
Omsinx =—=ochx € [0,—] saarx = —.
V2 2 4

i stéllet for

Om sinus av x ar lika med den multiplikativa inversen av roten ur tva och x ligger mel-
lan 0 och halva r (inklusive grdanserna) sa maste x vara lika med en fjardedels .

Forsta varianten ar onekligen mycket lattare att ldsa (atminstone om man kanner till det grundlag-
gande matematiska symbolspraket)! Nar en matematisk formel sprangs in i vanlig brédtext valjer
man ibland att skriva den pa en egen rad (visuellt: ett eget stycke) for att framhava den, kanske ocksa
for att ge den ett nummer (”"ekvationsnumrering”), sa att man senare kan hanvisa till den pa ett smi-
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digt satt. Det kan dven vara sa att formeln tar upp sa mycket plats i hojdled att det blir direkt otymp-
ligt att Iata den std mitt i en rad i brodtexten. | de flesta av dessa fall véljer man att centrera den in-
sprangda formeln:

Text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text,

a 0 0
0 0 -1
01 O

for ndgot a > 0. Text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text,

text, text. Basbytesmatrisen ar salunda

text, text, text, text, text.

ser onekligen mycket battre ut an

Text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text,

a 0 0
text, text. Basbytesmatrisen ar salunda <0 0 —1> for nagot a > 0. Text, text, text, text, text, text,
01 O

text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text, text.

i synnerhet med tanke pa raderna ovanfér och under. Notera ocksa att “for” i bada fallen inleds med
liten bokstav; det ar ju ndppeligen sa att ordet inleder en ny mening!

Formler brukar alltsa infogas i vanlig brodtext skriven i det svenska spraket. Jag brukar saga att en
matematisk text anvdnder det svenska spraket som en réd trdd genom hela texten; det manskliga
spraket forbinder de insprangda matematiska formlerna och anger deras relation till varandra.

1.1.1.1.1 Exempel

(Exemplet nedan handlar om summor och summationssymbolen. Om detta inte ar bekant fran tidi-
gare matematikstudier behdver ldsaren inte misstrosta, for vi kommer att ge en fullsténdig introdukt-
ion till summor senare.)

Om (ay )=, aren foljd av tal [d.v.s. vi har de n stycken talen a4, a,, ..., a,] sa kan det hianda att det
finns ett fixt tal d sddant att a; = ag + d, a, = a; + d 0.s.v., d.v.s. givet vilket tal som helst i fljden
(forutom det sista), sa erhalles nasta tal i féljden genom addition av det fixa talet d. En talféljd med
denna egenskap kallas aritmetisk och talet d kallas for foljdens differens (talet ar ju differensen mel-
lan ett element och foregaende element i féljden). Till exempel ar féljande talféljd aritmetisk:

1,5,10,15,20, 25,30, 35.
Men den har foljden ar inte aritmetisk:
59,1,4,-3,5,-1,7,4,7.

Det &r latt att inse att summan Y}l_; ap = a; + a, + -+ + a, av en aritmetisk f6ljd (som kallas for en
aritmetisk summa) ar lika med produkten av antalet termer och medelvardet av forsta och sista ter-
men.

Lat oss nu betrakta en typisk tentamensfraga om just aritmetiska summor.
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Exempel
Berdkna summan Y 1%%, (5k — 10).

Lésning: Vi ser direkt att summan &r aritmetisk (med differensen 5). Férsta termen ar5 - 31 — 10 =
145, sista termen dar5 - 101 — 10 = 495 och antalet termer ar 101 — 31 + 1 = 71. Formeln for en
aritmetisk summa ger darfor att summan har vardet

145 + 495

-71 =22 720.
2

Svar: Y%L (5k — 10) = 22 720.

Foljande exempel visar hur man inte bor redovisa denna utrakning:

Exempel pa hur man inte bor gora
Berikna summan Y%L (5k — 10).

Lésning:

101

Z (5k — 10)

k=31
5-31-10=145,5-32—-10=150,5-101 - 10 = 495 n=101-31+1=71
145 + 495 = 640

640
S=T-71 =320-71 = 22720

Svar:s = 22720

Har har studenten bara krakts upp en massa formler. Det framgar inte hur studenten har tankt nar
han 16st uppgiften, och det ar svart att "félja” 16sningen. Exempel pa fullt legitima “klagomal”:

= Vilka ar de tre uttrycken till vinster pa den andra raden? Var kommer de ifran? Pa vilket satt
anvands de for att berdakna summan? Vilka slutsatser drar man fran dessa berakningar?

= Varfor raknas andra termen (150) ut? Man kan naturligtvis inte konstatera att en summa ar
aritmetisk bara genom att konstatera att andra termen minus forsta termen gdr att beréknal
Det ser ut som om studenten gor det! Hade dven tredje termen berdknats, kan man notera
att de tva forsta differenserna i foljden ar lika. Men det i sig bevisar ju inte att alla mojliga dif-
ferenser av tva pa varandra foljande tal i foljden ar lika. Nej, att féljden ar aritmetisk ser man
i stallet direkt av den explicita formeln 5k — 10 for det k:te elementet.*

= Vad ar”n” for nagot?

= Varfor berdknas summan 145 + 4957 Varfor inte, sag, 145 + 1507?

. . - 640
= Vad ar”s” for nagot? Varfor ars = - 71?

* Man kan férstas dven vara riktigt formell, sitta a; == 5k — 10 och notera att @z, — a = 5(k + 1) — 10 —
(5k—10) =5k +5—-10—-5k+ 10 =5 forallak € Z.
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Visst, om ldsaren av l6sningen redan vet hur aritmetiska summor beréknas, sa kan han nog lista ut
svaren pa alla dessa fragor, men i sddana fall hade ju ingen motivering kravts 6ver huvud taget! |
sadana fall kunde man ju néjt sig med att direkt konstatera att Y125, (5k — 10) = 22 720. [Och na-
turligtvis gor man ocksa just det i matematiska sammanhang som inte har med matematiska grund-
kurser att gora.]

Pa en matematikskrivning ar det klart att lararen som rattar oftast férstar vad studenten egentligen
menar, men studenten bor anda forsoka att formulera sina l6sningar pa “ratt” satt. Dels ar det ju en
ovning i matematisk kommunikation (rent av i kommunikation dver lag), och dels visar studenten

genom en fullgod redovisning att han verkligen forstar hur teorin fungerar, t.ex. att formeln

forsta termen + sista termen

summan = ) - antal termer

bara géller vid berdkning av aritmetiska summor. Och detta ar ju, av fullt rimliga skal, nagot som
mycket val kan vara ett krav dven for det lagsta betyget! Se ocksad notisen om hur man konstaterar
att féljden verkligen ar aritmetisk (den andra punkten i punktlistan ovan); dven héar kan studenten ge
tecken pa antingen forstaelse (valformulerad motivering) eller misstankt brist pa sadan (obefintlig,
dalig eller rent av felaktig motivering).

En sista kommentar: Om man i l6sningen pa ett korrekt satt infér beteckningen s fér summan, t.ex.
genom att skriva "Lat s := 2,1{‘;131(5k — 10)” eller "Beteckna summan med s”, sa kan man naturligt-
vis sedan anvanda den beteckningen fér summan, och rent av avsluta l6sningsgangen med

”s = 22720”. Daremot bor svaret (”Svar: ...”) inte innehalla symbolen ”s”, eftersom svaret skall ga
att lasa (och vara begripligt) dven utan att man forst har last l6sningsgangen; man skall kunna forsta

svaret bara genom att ha last sjalva frageformuleringen (och i den ndmns ju inte symbolen ”s”).

1.1.1.2 Definitioner och satser

En matematisk teori bestar av definitioner och satser. Forst gér man i allmédnhet en mangd definit-
ioner, d.v.s. man infor begrepp, eller “nya ord” for att beskriva de objekt man studerar. Sedan fors6-
ker man hitta samband mellan dessa begrepp eller undersoka vilka objekt som har vilka egenskaper.
Man producerar da satser. Ofta, men inte nodvandigtvis, valjer man att rama in definitioner och sat-
ser i den I6pande texten (bokstavligt talat: man ger alltsa styckena kantlinjer), sa att det blir [attare
att 6gna igenom dokumentet. Man ser da direkt strukturen i den matematiska teorin; man ser snabbt
vilka begrepp som infors, och vilka slutsatser som dras om dem.

Vi ger nu ett typexempel pa bade definition och sats, med bevis. Notera att beviset avslutas med
symbolen ”m” (U+220E: END OF PROOF). En del forfattare foredrar termen ”V.S.B.” (=vilket skulle
bevisas) eller dess internationella motsvarighet “Q.E.D.” (lat. quod erat demonstrandum).

Definition. En foljd (ay )%, av reella tal sdges vara aritmetisk om d := a;,, — a;, inte beror pa k,
d.v.s. om differensen d mellan tva pa varandra féljande tal alltid &r densamma. Talet d kallas i sadana
fall for den aritmetiska foljdens differens.
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Sats. Om (ay)j=,, ar en aritmetisk f6ljd med differens d sa ar

Bevis. Beteckna summan med s. Vi har da

s=aptap+rt+ap—ta, =
=an+an_q+-+apy +a,.

Darfor ar

2s = (an + am) + (an+1 + am—l) + et (am—l + an+1) + (am + an) =
= (an + ap) + (a, + ap) + -+ (ay, + ay) + (ay + a,)

eftersom foljden ar aritmetisk. Antalet termer i hogerledet ar tydligen m — n + 1, sa i sjalva verket &r
2s=(m—-n+1)(a, +a,)
och beviset ar klart. [ |

1.1.1.3 Definitioner dr viktiga

Ibland fokuserar studenter mycket pa satser och lite pa definitioner, vilket &r olyckligt. Definitionerna
ar namligen minst lika viktiga som satserna. Satserna anger ju egenskaper hos objekt eller samband
mellan olika egenskaper, sa for att forsta satserna maste man veta vad det ar for objekt och egen-
skaper de uttalar sig om, d.v.s. man maste kanna till deras definitioner. For att forsta inneb6rden av
satsen ”varje strangt vaxande funktion ar injektiv’ maste man veta exakt vad ”strangt vaxande” och
"injektiv” betyder. Ett mindre elementart exempel kommer fran den abstrakta algebran, dar en av de
mer centrala satserna sager att varje PID ar en UFD. Naturligtvis har man féga gladje av den satsen
som man inte vet vad begreppen PID och UFD betyder.

Dessutom har man nytta av begrepp (och ddrmed definitioner) dven om man inte anvander dem i
icke-triviala satser. Genom att inféra speciella namn pa begrepp och egenskaper far vi ett sprak med
vilket vi pa ett exakt satt kan beskriva saker. Begrepp kan ocksa fa oss att tanka till: till exempel
kommer vi se att en stationdr punkt till en reellvard funktion mycket val kan undga att vara bade en
lokal extrempunkt och en terrasspunkt.

Man kan saga att definitioner ar viktiga, eftersom “det ar med begrepp man begriper”, som doktor
Lars Alfred Engstréom brukade saga.

1.1.2 Logik

Betrakta tva matematiska utsagor P och Q. Det kan da handa att Q féljer av P, d.v.s. att man kan dra
slutsatsen att Q 4r sann om man vet att P dr sann. Man sager da att P implicerar Q, och i symboler
skrives detta P = Q (alternativt: Q < P). Med vanliga ord sdger man “om P sa Q.” Till exempel, om

P: Katten ar i koket
Q: Katten ar i huset

sa galler P = Q, for om katten ar i koket (som ar den del av huset), da kan vi med sdkerhet ocksa
saga att katten ar i huset. ”Om katten ar i koket, sg ar katten i huset.” Notera att bade det som star
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fore och det som star efter symbolen =" maste vara utsagor. Utsagor, som ocksa kan kallas pdsta-
enden, innehaller alltid ett finit verb (i det har fallet "ar”) nar de utlases i ord. P = Q kan i sig ses som
en utsaga, och kan antingen sann eller falsk. Till exempel dr utsagan P = Q om katten sann (vilket vi
nyss konstaterade). Daremot ar inte utsagan Q = P sann: bara for att katten ar i huset sa kan vi inte
veta sdkert att katten ar i koket (den kanske ar i vardagsrummet?).

Exemplet med katten ar egentligen inte sarskilt bra, eftersom begreppen ”katten”, ”ar”, ”i”, "koket”
och "huset” inte dr 100 % véaldefinierade. Har hoppas jag alltsa framst pa en pedagogisk poang!

Ett battre exempel ar, om x ar ett reellt tal,

2x =50 —_— x = 25.
Om vivet att 2x = 50, sd maste x = 25.
Nagra fler exempel pa implikationer som &r sanna:

= 0<x<10>-10<x<10

» x2=9=x=-3ellerx=3

* x2=9ochx>0=>x=3

" x=>50chx<5=x=5

= Xx drjamnt och x ar ett primtal = x = 2.

Se noggrant till att du forstar dem. Ibland hdnder det att tva pastdenden P och Q medfor varandra,
d.v.s.att P = Q OCH Q = P. Detta kan skrivas P = Q OCH P «< Q@ vilket vanligtvis forkortas P & Q.
Vi sdger da att pastaendena P och Q ar ekvivalenta. Till exempel har vi

2x =50 — x =25

for om 2x = 50 sa maste x = 25, och —omvant —om x = 25 sa dr faktiskt 2x = 50; har resonerade
vi alltsa forst fram 2x = 50 = x = 25 och darefter x = 25 = 2x = 50.

Av implikationerna i punktlistan ovan &r alla utom den forsta ocksa ekvivalenser (varfor?), sa vi har

» x2=9& x=-3ellerx=3

* x2=9ochx>0ox=3

" x=>250chx<5&x=5

= x drjamnt och x ar ett primtal © x = 2.

Det man maste tanka pa nar man anvander symbolerna =, & och < ar att det som star pa respek-
tive sida faktiskt dr matematiska utsagor. Dessutom maste man, varje gang man anvander en av
dessa pilar, fundera pa om utsagorna verkligen har den relation man pastar att de har. Till exempel,
om man skriver “x2 = 9 och x > 0 & x = 3” maste man tinka ut att bdda implikationerna &r sanna,
t.ex. genom att tanka =) om x2 = 9 sd 4r x = +3, men om x > 0 s3 maste alltsa x = 3; &) om-
vant, om x = 3 sa dr x positivt och har kvadraten 9” i huvudet.

Ett mycket vanligt fel

Ett vanligt forkommande fel bland nya studenter i matematik ar att de anvander & i stallet for lik-
hetstecken (=), vilket forstas ar absurt:
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x2+3x+3+x+1=x+4x+4=(x+2)*
ar ju alldeles riktigt, men
X +3x+3+x+1ex’+4x+4 o (x +2)?

ar obegripligt. Betrakta t.ex. frdgan ”Om jag vet att x? + 3x + 3 + x + 1, kan jag da vara helt siker
pa att x2 + 4x + 4?” Det gér inte att géra den fragan begriplig; jamfor med ”Ar du helt siker pa att
bilen?” Bilen vada? Varken “x“ + 3x + 3 + x + 1” eller “bilen” ar en utsaga (de ar bara nominalfra-
ser). Kom ihag att en utsaga alltid innehaller ett finit verb nar det uttalas i ord, och det ar ett pasta-
ende som antingen ar sant eller falskt. Till exempel ar ”x“ + 3x + 1 + x + 1 = 5” och ”"bilen ar rod”
utsagor.

1.1.2.1 Logiska operatorer

Lagg i synnerhet marke till att orden “och” och “eller” har valdigt precisa betydelser i samband med
matematiska utsagor. Om P och Q &r utsagor sa ar”P och Q” ocksa en utsaga, som &r sann da (och
bara da!) bade P och Q ar sanna. P3 liknande satt ar ”P eller Q” en utsaga som ar sann da (och bara
da!) minst en av P och Q ar sann.

1.1.2.2 Nédvindiga och tillrdckliga villkor
Om P = (Q sager man att Q ar ett nédvdndigt villkor for P och att P ar ett tillréickligt villkor for Q.

Att Q ar ett nddvandigt villkor for P betyder att utsagan Q mdste vara sann for att P ens skall ha na-
gon mojlighet att vara sann. Fér om Q &r falsk sa kan ju inte P vara sann, for om P hade varit sann, sa
hade ju Q varit sann (ty P = Q).

Att P ar ett tillrackligt villkor for Q betyder bara att P = Q: det racker att veta att utsagan P ar sann,
for att man skall kunna dra slutsatsen Q.

Exempel. Ett n6dvdndigt villkor for att jag skall godkdnna en uppsats skriven av en svenskelev ar att
texten saknar uppenbara grammatiska fel, for om texten innehaller uppenbara grammatiska fel, sa
godkdnner jag den inte. Daremot ar kravet inte tillrdckligt — aven om texten saknar uppenbara
grammatiska fel, sa kan jag vélja att inte godkdnna den, t.ex. om uppsatsen bara bestar av meningen
”Bananer ar goda.” upprepad tusen ganger. Vi har alltsa implikationen ”Jag godkanner uppsatsen” =
"Texten saknar uppenbara grammatiska fel”, men inte omvandningen.

Exempel. Ett nGdvindigt villkor for att x € R |6ser ekvationen vx — 3 + 5x = x?2 ar naturligtvis att
x = 3, fér om x < 3 sa blir ju rotuttrycket odefinierat. Det dr daremot inte ett tillréickligt villkor, for
t.ex. x = 3 |6ser inte ekvationen. Vi har alltsd vVx — 3 + 5x = x? = x > 3, men inte omvindningen:
det ar inte sa att varje tal = 3 l6ser ekvationen.

Exempel. Ett tillrdckligt villkor for att en funktion skall vara injektiv ar att den ar strangt vaxande,
d.v.s. vi har implikationen " f &r strangt vdxande = f ar injektiv”. Daremot ar kravet inte alls nédvén-
digt: en funktion kan mycket val vara injektiv utan att for den sakens skull vara strangt vaxande. Vi
har alltsa inte implikationen ” f ar injektiv = f &r stréngt vaxande”.

Exempel. Ett nédvdndigt villkor for att tecknet semikolon ar korrekt anvant i sin standardfunktion ar
att bade det som kommer fére och det som kommer efter tecknet ar fullstandiga huvudsatser. Detta
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krav ar emellertid inte tillrdckligt; huvudsatserna maste namligen ocksa vara innehallsmassigt narsta-
ende.

Om P & Q, d.v.s.om P och Q &r ekvivalenta, sa ar alltsa P ett tillrackligt och n6dvéndigt krav for Q,
och tvartom. Vi kan ocksa sdga ”P om Q” (Q tillrackligt villkor) och ”P bara om Q” (Q nddvandigt
krav). Med andra ord galler ”P om och endast om Q”, vilket ofta férkortas "P omm Q”. Pa engelska
skriver man ”P if and only if @”, som forkortas ”P iff Q”.

1.1.2.3 Den kontrapositiva utsagan
Det ar inte svart att inse att utsagan

Det regnar. - Gatan blir bl6t. (1)

ar ekvivalent med utsagan

Gatan blir inte blot. — Det regnar inte. (2)

Mer allmant géaller att utsagan P = Q ar ekvivalent med utsagan “inte Q = inte P”; den senare utsa-
gan kallas for den kontrapositiva formen av den forra utsagan. En implikation ar salunda alltid ekviva-
lent med sin kontrapositiva form.

Hur inser man da detta? Antag att (1) ar sann, d.v.s. “om det regnar, sa blir gatan bl6t”. Antag nu att
gatan inte blir blot. Da kan det inte regna (d.v.s. (2) géller), ty om det skulle regna, sa skulle gatan bli
bl6t (enligt (1)), men vi antog ju att sa inte var fallet.

Tar man den kontrapositiva formen ”tva ganger” far man tillbaka den ursprungliga implikationen
(varfor?), sa det ar klart att (2) ocksa medfor (1), eftersom (1) &r den kontrapositiva formen av (2).
Alltsa ar (1) och (2) i sjalva verket ekvivalenta, som utlovat.

Faktiskt ar det vanligt att man inom matematiken, nar man vill bevisa att P = Q, i stéllet antar att Q
inte ar sann och visar att detta medfor att P da inte kan vara sann. Detta ar en bra idé om det senare
beviset ar lattare att utfora.

1.1.2.4 Mer om logiska uttryck (*)

De logiska operatorerna “och”, “eller” och ”inte” kan forkortas A, V respektive —. | de allra flesta fall
finns det ingen vinst i att anvanda dessa symboler i stéllet for de ord de representerar (det gor
knappast texten mer lattldst), men nar man studerar logiska utsagor i sig kan det vara praktiskt. Om
P &r pastaendet ”"Kalle &r hemma.”, Q ar pastaendet “Johan ar hemma.” och R ar pastaendet "Solen
skiner.” sa har foljande pastaenden foljande betydelser:

PAQAR Bade Kalle och Johan dr hemma, och solen skiner.
PAQA(=R) Bade Kalle och Johan dar hemma, men solen skiner inte.
(PVQ)AR Kalle eller Johan ar hemma (d.v.s. minst en av dem), och solen skiner.
PA(=Q) Kalle &r hemma, men inte Johan.
(P A(=Q)) V ((=P) A Q) | Exakt en av Kalle och Johan dr hemma. (Antingen Kalle eller Johan ...)

En syntaktiskt riktig kombination av utsagor och logiska operatorer kallas for ett logiskt uttryck, och
ar alltsa i sig en utsaga. Om uttrycket bestar av n utsagor (t.ex. n = 3 i fallet med P, Q och R) sa finns
det 2™ olika mojligheter att beakta nar man analyserar det sammansatta uttryckets sanningsvérde. |
vart fall (n = 3) sa kan ju dels P vara sann eller falsk (2 kombinationer), dels kan Q vara sann eller
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falsk (2 till kombinationer) och dels kan R vara sann eller falsk (ytterligare 2 kombinationer), sa det

finns totalt 2 - 2 - 2 = 23 = 8 olika scenarier. | vart och ett av dessa ar sanningsvirdet hos det sam-

mansatta uttrycket forstas entydigt bestamt. Alltsa kan man fullstandigt beskriva sanningsvardet hos

ett uttryck i n utsagor genom att helt enkelt ange alla 2™ mdjligheter var for sig. Om n = 2, och de

tva utsagorna ar P och Q, later sig detta gbras i en tabell dar kolumnernas rubriker ar P och =P me-

dan radernas rubriker dr Q och =Q. Tabellcellen i kolumnen P och raden —Q ar da, som exempel,

uttryckets sanningsvarde nar utsagan P ar sann men Q ar falsk.

Som tidigare namnt ar utsagan P A Q sann om och endast om bade P och Q 4r sanna. A andra sidan

ar P v Q sann omm minst en av utsagorna P och Q ar sann. Innebdrden av ordet “inte”, eller opera-

torn -, anvéande vi implicit ovan: Pastaendet —P ar sant omm P &r falskt. Vi kan sammanfatta dessa

observationer, som ocksa definierar operatorerna A, V och —, i féljande sanningstabeller:

PAQ P =P PVvQ P =P
Q Sant Falskt Q Sant Sant
=0 Falskt Falskt -0 Sant Falskt
P =P
Sant Falskt
Falskt Sant

Genom att anvanda dessa tabeller, kan vi successivt konstruera sanningstabeller for mer avancerade

logiska uttryck. Som exempel kan vita (P A (=Q)) V ((=P) A Q) fréan tabellen ovan:

(PA(=Q)V((=P)AQ) P —P
Q Falskt Sant
-0 Sant Falskt

Utsagan (P A (—|Q)) % ((—|P) A Q) ar med andra ord sann om exakt en av utsagorna P och Q ar
sann, d.v.s. om P eller Q ar sann men inte bdda. Sprakligt svarar detta mot “Antingen ... eller ...”. |

vardagssprak sdger man ofta bara ”P eller Q” dven i det hér fallet, men inom matematiken reserveras

ett ensamt "eller” for varianten som ocksa inkluderar fallet att bada &r sanna. De logiska operatorer-

na vi anvander inom matematiken sammanfattar darfor inte bara det naturliga sprakets logik — de

preciserar det ocksa.

Ibland infér man symbolen VY for den logiska operator som har sanningstabellen ovan. ¥ kallas exklu-

sivt eller eftersom den exkluderar fallet ndr bade P och Q ar sanna; ibland kallar man V for inklusivt

eller for att kontrastera.

Notera att det logiska uttrycket (P vV Q) A (—|(P A Q)) har samma sanningstabell som P ¥ Q:

PV A(=(PAQ)) P =P
Q Falskt Sant
=0 Sant Falskt

Att tva uttryck i P och Q har samma sanningstabell betyder per definition att de alltid har samma

sanningsvarde. Uttrycken ar alltsa ekvivalenta. Vi har darfor

19/163



http://www.rejbrand.se/

ANDREAS REJBRAND 2013-10-18 Matematik
http://www.rejbrand.se

PVYQ — (PAGQ)V((=P)AQ) —

— (PVQA(~(PAQ)) 3)

For att aterga till vart tidigare exempel kan dessa tre ekvivalenta utsagor utldsas pa féljande satt (i
tur och ordning, och med varierande grad av férenkling):

= "exakt en av Kalle och Johan ar hemma” eller “antingen Kalle eller Johan ar hemma”
= ”(Kalle &r hemma och Johan ar ute) ELLER (Kalle &r ute och Johan ar hemma)”
= ”Kalle eller [=d.v.s. minst en av dem] Johan &r hemma, men inte bada”.

Vidare ar det enkelt att inse De Morgans lagar, som sager att

~(PVQ) = (=P) A (=Q)
och

—(PAQ) = (=P) v (=0Q).

Lat oss forklara den forsta: Om det inte ar sa att P eller Q ar sann, sa maste ju bade P och Q vara
falska. | vart exempel har vi foljande utsaga: Om varken Kalle eller Johan &r hemma, da ar Kalle ute
och Johan ar ute. Lat oss forklara den andra: Om det inte ar sa att bade P och Q &r sanna, sd maste
minst en av dem vara falsk. | vart exempel: Om inte bade Kalle och Johan &r hemma, sa maste minst
en av dem vara ute.

Man kan ocksa bevisa De Morgans lagar genom att jamféra sanningstabellerna for uttrycken pa bada
sidorna av ekvivalenspilen i respektive lag. Det ar ett mekaniskt satt att visa lagarna; man behover
inte tdnka, bara gora. Lat oss prova att applicera den andra av De Morgans lagar pa (3) ovan. Vi far da

PvQ = PVOA(=(PAQ) —
— PV A((=P)V(=Q).

Vi far har ytterligare ett (i sjdlva verket ett fjdrde) satt att i ord sdga att exakt en av Kalle och Johan &r
hemma, namligen "Kalle eller [=d.v.s. minst en av dem] Johan &r hemma och minst en av dem ar

”

ute”.
For framtida referens noterar vi lite snabbt féljande ekvivalenser och implikationer:

PVP &P
PAP& P

-(-P)o P

PvQeQvP

PAQ&e QAP

P=PVQ

PAQ=>P

P Vv (—P) ér alltid en sann utsaga
. P A (=P) éar alltid en falsk utsaga
10.OmP=>QsaarPAQ © P.

©wNOU R WN e

20/163


http://www.rejbrand.se/

ANDREAS REJBRAND 2013-10-18 Matematik
http://www.rejbrand.se

Punkterna 4 och 5 sager att A och V dr kommutativa. De &r ocksa associativa: (PAQ)AR © P A
(Q A R) och analogt for V (visa det, forslagsvis genom att lista alla 23 = 8 mojligheterna i bada fal-
len). Ar det dessutom s& att A distribuerar éver V eller tvirtom? Visa eller motbevisa!

1.1.2.4.1 Sanningstabeller for implikationer

Vi har noterat att P = Q i sig ar en utsaga, om P och Q ar det; implikationspilen = &r alltsa ocksa en
logisk operator. Vad ar dess sanningstabell? For att reda ut det betraktar vi en utsaga som vi menar
ar sann, t.ex.

x>1 o x > 0.

Detta skall vara en sann utsaga for varje x € R. Speciellt ger x = 5 att "sant = sant” 4r en sann ut-
saga. Samtidigt ger x = —3 att "falskt = falskt” ar en sann utsaga. Slutligen ger x = 1 att "falskt =
sant” skall ar sant. Lat oss ocksa betrakta en utsaga som vi menar ar falsk, t.ex.

x>0 — x < 5.

Det som gor att den har utsagan ar falsk ar forstas att hogra pastaendet x < 5 inte behover galla
bara for att vanstra pastaendet x > 0 géller. Med andra ord vill vi att “sant = falskt” skall vara en
falsk utsaga. Vi kan sammanfatta vara observationer i sanningstabellen for implikationspilen at ho-

ger:
P=0Q P =P

0] Sant Sant

=0 Falskt Sant

Pa motsvarande satt inser vi att sanningstabellen for implikation at vanster har féljande utseende:

P & Q P —P
0 Sant Falskt
=0 Sant Sant

Eftersom P & Q per definition betyder (P = Q) A (Q = P) erhaller vi sanningstabellen for ekviva-

lenspilen genom att kombinera dessa tva sanningstabeller med logiskt OCH:

P s Q P —P
0 Sant Falskt
=0 Falskt Sant

Tva pastaenden P och Q ar alltsa ekvivalenta om och endast om de har samma sanningsvarde. Pa sa
satt kan man saga att ekvivalenspilen fungerar som ett likhetstecken mellan sanningsvarden.

Notera till sist att sanningstabellen for implikationen P = Q &r identisk med den fé6r =(P A =Q). En
implikation ar salunda sann omm det inte ar sa illa att den ar “motbevisad”, i den meningen att Q ar
falsk trots att P ar sann. Till exempel kan utsagan

x>1 — x>0

formuleras “det ar aldrigsd att x > 1 och x < 0”.
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1.1.3 Mangder

Mangdbegreppet dr mycket centralt inom matematiken. En mangd ar en samling objekt (vanligtvis av
samma “typ”, t.ex. reella tal) i vilken ett specifikt objekt kan forekomma hogst en gang och dar man
inte tar hansyn till “ordningen” med vilken objekten rdknas upp. De objekt som en mangd bestar av
kallas for mangdens element. En mangd kan besta av andligt eller oandligt manga element (t.ex. ele-
verna i en klass eller de jamna positiva heltalen 2,4, 6,8,10,12, ...). Om mangden A &r dndlig s an-
vander vi beteckningen |A| fér antalet element i mangden.

Nar man i formler anger en andlig mangd (i text) kan man rdakna upp mangdens element (i godtycklig
ordning) med kommatecken mellan dem; hela listan skrives inom klammerparenteser. Mangden som
bestar av elementen a, b och ¢ kan sadlunda skrivas {a, b, c}, dven om {b, ¢, a} 4r exakt samma mangd
och darmed precis lika ratt. Tvd mangder sages (forstas) vara lika, omm de innehaller exakt samma

element. Sa ar t.ex. {a, b, c} = {b, c, a}; dessa tva mangder &r identiska, precis som talen 1 + 1 och 2.

Om ett objekt a ar ett av elementen i en mangd A sdager man att a tillhér A och skriver a € A. Till
exempel harvi 2 € {1, 2,3}. Ddremot &r inte 5 ett element i mangden, vilket skrives 5 & {1,2,3}.

Ibland kan man tillata sig att férkorta en upprakning av element; man anvander da tre punkter (...)°.
Till exempel dr mangden av de 5000 forsta heltalen,

{1,2,3, ...,4999,5000},

en mangd som bestar av exakt 5000 element. Mdngder som bestar av odndligt manga element kan
ibland ocksa anges med ”...”. Till exempel kan vi betrakta mangden av alla jamna heltalskvadrater:

{02,12,22,32,42,52, .} ={0,1,4,9,16,25, .. }.

De mest kdnda namngivna mangderna ar formodligen talmangderna N, Z, Q, R och C. N bestar av
alla naturliga tal, d.v.s. talen 0, 1, 2, 3, osv. Den har mangden (liksom de 6vriga av de har talmang-
derna) bestar tydligen av odndligt manga element. Z ar mangden av alla heltal, d.v.s. talen
0,+1,+2,43,.... Q ar mangden av alla rationella tal, d.v.s. alla tal som kan skrivas som kvoten mel-

lan tva heltal. Notera att varje heltal ar ett rationellt tal; till exempel ar 5 = T R ar mangden av alla
reella tal, d.v.s., i princip, alla talen pa tallinjen. Dessa inkluderar alla rationella tal liksom Ovriga, ir-

rationella tal som 1, v/2 och e. Slutligen ar C mangden av alla s.k. komplexa tal som vi &terkommer
till senare.

Om A och B ar tva mangder, och varje element i A ocksa finns i B, sa sager vi att A ar en delmdngd av
B. | symboler skrives detta A c B. Vi haralltsa {1,2,3} c {1, 2,3,4,5, 6} c Z. | sjilva verket galler
NcZc Qc R c C. Noteraatt A c A for varje mangd A. Om A € B men A # B, d.v.s. det finns
(minst) ett element i B som inte finns i A, sa sdger man att A ar en dkta delmangdavB.Om A c B
och B ¢ Asa ar A = B;ipraktiken ar det ofta de tva forra egenskaperna man visar ndr man vill visa
att tva mangder ar identiska.

Det finns exakt en mangd som bestar av noll element. Den mangden kallas tomma mdéngden och
skrives vanligtvis @ dven om notationen { } ocksa fdrekommer. Den tomma mangden &r en del-
mangd till varje mangd.

> praktiken anger dessa tre punkter att “det antydda ménstret fortsatter”.
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Ibland ar det svart eller omojligt att specificera en mangd genom att rakna upp elementen i den. D3
kan man anvanda en speciell notation som pa engelska kallas for set-builder notation. Man specifice-
rar da att mangden bestar av alla de element som finns i en annan mangd och som uppfyller ett visst
villkor. Till exempel kan mangden av reella alla tal mellan 0 och 10 (inklusive granserna) skrivas

{fxeR:0<x<10}
som utldses (t.ex.) "mangden av alla reella tal x sddana att 0 < x < 10”.

En variant av den héar notationen férekommer nar man vill att en mangd skall besta av alla element
pd en viss form, som i

M={(xy):x€eR,y€TL}

som ar en mangd som bestar av alla talpar (x, y) dar x ar ett reellt tal och y &r ett heltal. Till exempel
har vi (2,3) € M och (7,5) € M men (n, \/7) ¢ M eftersom V2 ¢ Z.

I manga fall betraktar man mangder som alla &r delmangder av en given mangd. Till exempel kanske
man studerar delmangder av de reella talen R. Ett annat exempel, inom geometrin, ar nar man stu-
derar delmangder (sdsom cirklar, linjer, parabler, kaniner eller andra geometriska figurer) av planet
R? (som vi alldeles strax kommer att prata mer om!). Den stora mangden, som alla mangder &r del-
mangder av, kallas i sddana fall for universum eller grundmdngd.

1.1.3.1 Mingdoperationer
Givet tva mangder kan man bilda en ny mangd pa flera satt:

= Union. Unionen A U B av tva mangder A och B ar den mangd som innehaller allt som finns i
A och dessutom allt som finns i B. Exempel: {1,2,3} U {2, 3,4} = {1,2,3,4}.

= Snitt. Snittet A N B av tva médngder A och B dr den mangd som innehaller de element som
finns i bade A och B, d.v.s. de element som A och B har gemensamt. Snittet kan alltsa myck-
et vdl vara den tomma mangden dven om varken A eller B @r den tomma mangden. Exempel:
{1,2,3} n {2,3,4} = {2,3}. Om A N B = @ sdger man att A och B &r disjunkta mangder — de
har alltsa inga gemensamma element.

= Mangddifferens. Mangddifferensen A \ B erhalles genom att frdn mangden A ta bort alla
element som ocksa finns i B. Exempel: {1,2,3} \ {2,3,4} = {1}.

Om var grundmangd ar U kan vi skriva

AUB={x€eU: x€A eller x€B}

ANnB={x€eU: x€A och x€B}

A\B={x€eU: x€A och x¢&B}=
={x€A: x¢&B}.

Lat oss lista nagra vanliga (och uppenbara) egenskaper for mangdoperationerna. For alla mangder A

och B géller
= AUA=A
= ANA=A
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= AUB=BUA
= ANB=BNA
= AcCAUB
= ANBCcCA.

(Har vi dessutom associativa och distributiva lagar?) Givet en grundméangd U definierar man ocksa till
varje mangd A c© U komplementet A© = U \ A. A bestar alltsa av allt som inte finns i A. Vi inser
direkt att

= =9
= ¢ =U
» AUA“=U
» ANA =9

» A\B=AnBC.

Givet en grundmangd U kan utsagor om elementen och delméngder av grundméangden ses som tva
olika sidor av samma mynt. Att sdga att x € U har en viss egenskap ar ju precis samma sak, som att
sdga att x tillhér mangden av de element som har denna egenskap. Till exempel betyder "n ar ett
heltal” exakt samma sak som "n € Z”, och ”x = —3 eller x = 3” betyder exakt samma sak som

"x € {—3,3}".

Mer formellt, om P(x) &r en utsaga om elementet x € U s& kan vi forma mangden {x € U: P(x)}.
Omvint, givet en delméngd M sa ar x € M en utsaga om elementet x. Bérjar man med en méngd
och formar motsvarande utsaga och sedan motsvarande mangd, far man samma mangd som man
borjade med; borjar man med en utsaga och formar motsvarande mangd och sedan motsvarande
utsaga, far man en utsaga som &r ekvivalent med den man bérjade med. (Féregdende mening kanske
|at invecklad, men slutsatsen ar faktiskt mycket sjalvklar.)

| denna analogi mellan logik och mangdlara svarar de logiska operatorerna “och”, “eller” och ”inte”

” on

mot mangdoperatorerna "snitt”, “union” respektive “komplement”. Ekvivalens svarar mot likhet.

|II

Som exempel kan vi betrakta heltalen Z. Lat j(n) vara utsagan ”n ar ett jamnt tal” och |at p(n) vara

IM

utsagan “n ar ett positivt tal”. Vi kan da inféra méngderna

J = (neZ: j(n)}
P:={nezZ pn)}

av alla jdmna respektive positiva tal. Da ar
JUP ={neZ jin) eller p(n)}
mangden av alla heltal som ar jamna eller positiva medan
JNP={nezZ j(n) och p(n)}
ar mangden av alla heltal som &r jamna och positiva. Vi har ocksa mangden
J¢ ={n€Z: inte j(n)}

av alla tal som inte ar jamna (d.v.s. mangden av alla udda tal).
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1.1.3.2 Kartesisk produkt
Vi infor har en ny mangdoperation. Givet tva mangder A och B infor vi den kartesiska produkten

AXB={(ab):a€AbeB}

som mangden av alla ordnade par (a,b) dir a € A och b € B.”Ordnade” betyder att (a, b) + (b, a)
i allmdnhet (om inte a = b, forstas). Till exempel, om

D = {kanin, ratta, hund}
ar en mangd av djur och

K ={Jd, %}

ar en mangd bestdende av symbolerna for kénen hane och hona sa ar

D x K = {(kanin, @), (kanin, ), (ratta, &), (ratta, ?), (hund, &), (hund, )}

en mangd som bestar av de atta uppraknade elementen pa formen (djur, kén), d.v.s. ”alla mdojliga
kombinationer”. Om A &r en mangd och k &r ett positivt heltal brukar man ocksa skriva A* for A
”ganger sig sjalv” k ganger, dar "multiplikationen” ar just den kartesiska produkten, fast bara nastan.
Man brukar namligen "kollapsa” de ordnade paren. For att forsta vad detta innebar, betrakta exemp-
let

K? =K x K ={(3,3),(3, ), (2,3, (2 N}

Vi far darfor

(K x K) x K = {((& 3,3),((3. ), 2). (3, . 3). (S, D, 9),}

((2,8),3),((2 3, 2). (2, 9, ), ((2,.2)

medan

K x (K x K) = {(& (S, ), (8, (3, D). (3. (2, D), (3. (. 9)),}’

(23,3, (23 D) (2. (2., (2. (2 D)

d.v.s. (K XK) XK # K X (K X K); operationen &r alltsa inte associativ. | praktiken &r man daremot
sallan intresserad av den "gruppering” som uppstar vid upprepad kartesisk produkt, sa man definie-
rar helt enkelt

Mer allmant satter vi
A¥ = {(ay,ay, ..., ay): varje a; € A}

for varje mangd A. Nu kan vi titta pa de kanske mest kidnda exemplen pa kartesiska produkter: R™
darn € Z*. Per definition &r R™ mangden av alla n-tipler (x4, x5, ..., X,) dir varje x; € R. I synnerhet
kan R? betraktas som koordinater i planet medan R3 kan betraktas som koordinater i vart tredi-
mensionella rum. Ofta sager man rent av att R? ”ar” planet och R3 ”4r” rummet.
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1.1.3.3 Midingddiagram och mdngdalgebra (*)

Betrakta en grundmangd U och tva delmangder A och B. Vilj ett godtyckligt element x € U. Anting-
endrx € Aellersd drx € A%, och antingen s& dr x € B eller s3 ar x € BC. Det finns sdlunda bara
fyra mojligheter: x € AN B, x € AN B, x € AN B¢ eller x € A° N BC. Dessa fyra mangder ar
disjunkta och "tacker” U, d.v.s. deras union ar U. Man kan illustrera situationen i ett mangddiagram,

Q0

| den har bilden representeras mangderna A och B av diskar. Idén &r att varje element x € U kan
tdnkas svara mot en punkt i diagrammet (som begradnsas av en stor rektangel). x tillhér A (respektive
B) omm punkten finns i disken som representerar A (respektive B). Notera att alla fyra mojligheter

som det nedan:

som omnamndes ovan tillats; diagrammet bestar ju av fyra delar.

Bega inget tankemisstag har: den har metoden att visualisera relationer mellan mangder fungerar for
alla sorters mangder. Det ar alltsa inte nédvandigtvis sa att U = R? och att delméangderna A och B ar
fyllda diskar som Overlappar varandra precis som i illustrationen! U kanske ar mangden av elever i en
klass, A delmangden av de elever som spelar nagot musikinstrument och B delmangden av de elever
som utovar nagon form av idrott. [Vad ar da det grona omradet? Vad ar det fargade omradet? Vad ar
det vita omradet?]

| diagrammet svarar den mellersta, gréona, delen mot snittet A N B: en punkt x € U representeras av
en punkt i det har omradet omm x € A N B. Pa samma sétt svarar A U B mot hela det fargade omra-
det. AN B¢ = A\ B svarar mot det gula omradet, och B N A® = B \ A mot det bl3a. Slutligen note-
rar vi att A N B¢ = (4 U B)¢ svarar mot det ofargade omradet utanfor ”kikaren”.

Den uppmarksamme ldsaren noterade just att en av De Morgans lagar tydligen géller aven for mang-
der. Det ar forstas ingen slump, med tanke pa att utsagor om element i U och delmangder av U, som
tidigare namnt, ar tva sidor av samma mynt.

Vilken méangdoperation svarar mot den logiska operatorn exklusivt eller (¥)? Om vi befinner oss i
antingen A eller B (men inte bada!), d.v.s. om (x € A) VY (x € B), sa befinner vi oss tydligen pa gult
omrade eller pa blatt omrade (men inte pa gront eller vitt omrade). Den har mangden kallas for den
symmetriska differensen av A och B, och betecknas A A B.

De fyra formlerna for exklusivt eller ger forstas upphov till fyra formler for den symmetriska differen-
sen:
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PYQ AAB
(PAGQ)V((=P)AQ) (ANnB U (A°nB)
d.v.s.
(A\B)u (B\4)
PVQOA(-(PAQ)) (AUB)N (AN B)¢
d.v.s.
(AUB)\ (ANnB)
PV A((=P)V (=Q)) (AU B) n (A U BY)

Utsagorna i forsta kolumnen &r alla ekvivalenta; mangderna i andra kolumnen ar alla identiska (lika).

1.1.4 Kvantifierare

Ofta studerar man en mangd X och ett pastaende P(x) om ett godtyckligt element x € X. Det kan da
handa att P(x) géller for ndgot (d.v.s. minst ett) x € X. Det kan ocksa handa att P(x) géller for samt-
liga x € X. Om t.ex. X = R &r de reella talen och pastdendena P; (x) och P,(x) ar ”x? = 7” respek-
tive "x* = 0” sa géller P, (x) for minst ett (i det har fallet precis 2) element i X, medan P, (x) géller
for alla element i X. Vi skriver da

det existerar ett x € R sddant att x2 = 7
respektive
x? > 0 for varje x € R.

Uttrycken "det existerar” och ”for varje/alla” kallas for kvantifierare, och inom matematiken finns
speciella symboler fér dessa, namligen 3 ("det existerar”) och V ("f6r varje/alla”). Vi kan darfor skriva

Ix e Rix?2 =7
(dar kolonet skall utldsas “sadant att”) samt
x% >0, Vx € R.

Ibland anvands ocksa kvantifieraren 3! ("det existerar ett unikt”) om mangden innehaller exakt ett
(1) element med egenskapen. T.ex. har vi (dar R &r mangden av alla positiva reella tal)

Jlx e RT:x%2 =7.

| praktiken d&r man ofta “slarvig” och utelamnar kvantifierare trots att de dr nodvandiga for att texten
skall vara lattlast och korrekt. En artikel &mnad at gymnasieelever kan mycket vél inledas med texten
"Vivet jualla att 2a + 5a = 7a...”, vilket stréangt taget ar obegripligt, eftersom man inte sagt vad a ar
for nagot. Att det ar ett tal ar nog underforstatt, men vilket? Det man egentligen menar ar ”Vi vet ju
alla att 2a + 5a = 7a for varje reellt tal a...”. Det forsta uttalandet handlar om det specifika talet a,
medan det andra handlar om mangden R.

| praktiken ar detta nastan aldrig ett problem, eftersom méanskliga lasare av texter ofta forstar av
sammanhanget vad som egentligen avses. Som tumregel kan sdgas att en for alla-kvantifierare ar
underférstadd om en utsaga handlar om en sedan tidigare okand storhet (som a i vart exempel) och
man inte explicit sdger for vilka a utsagan ar sann, eller sager att det ror sig om ekvationsldsning
(d.v.s. bestamning av de varden som gor utsagan sann).
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1.1.4.1 Mer om kvantifierare (*)
Om X ar en andlig mangd kan kvantifierarna uttryckas med de logiska operatorerna "ELLER” respek-
tive ”OCH”. Om t.ex. X = {a, b, c} s kan utsagan

Ix eX:x>0
ocksa skrivas
a>0 eller b>0 eller ¢ > 0.
Utsagan
x>0, Vx €EX
kan 3 sin sida skrivas
a>0 och b>0 och c>0.

OCH:et av noll stycken pastaenden (den tomma konjunktionen) definieras som sann, eftersom det
logiska vardet “sant” fungerar som ett neutralt element med avseende pa OCH. ELLER:et av noll
stycken pastaenden (den tomma disjunktionen) definieras av motsvarande anledning som falsk. Det
betyder speciellt att om X = @ och P(x) &r en utsaga om elementen i X sa &r utsagan

dx € X: P(x)
falsk medan utsagan
P(x), Vx €X

ar sann.

Exempel

| skrivande stund finns det inga manniskor med vingar, sa mangden av manniskor med vingar ar tom.
Pastaendet ”det finns en manniska med vingar, som kan flyga snabbare &n ljudet” &r darfor falskt. A
andra sidan ar pastaendet “alla méanniskor med vingar kan flyga snabbare an ljudet” sant.

Ett alternativt satt att motivera varfér P(x) Vx € @ alltid &r en sann utsaga ar genom att utga fran
implikationens sanningstabell. Utsagan

P(x), Vx € X
kan ju ocksa skrivas
x€X — P(x)

samed X = @ blir x € X ett falskt pastaende (for varje x i ett universum som innehaller X), varfor
implikationen &r sann (for varje x).
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Ovning

1. Motivera varfor @ c B géller for varje mangd B genom att notera att en inklusion A € B
ocksa kan skrivas x € A = x € B och se vad som hiander da A = Q.
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1.2 Tal, algebra och geometri

Matematik ar inte vetenskapen om tal, utan snarare vetenskapen om exakta logiska resonemang i
storsta allmanhet. Icke desto mindre spelar tal en betydande roll for allt manskligt tdnkande, bade
naturliga tal (0, 1, 2, ...) som anger antal och reella tal som ofta ar matvarden for fysikaliska storheter,
sasom avstand, area och volym. Lasaren forvantas vara bekant med rakning med heltal, rationella tal
och reella tal atminstone pa hogstadieniva. Foljande genomgang ar alltsa valdigt ytlig eftersom lasa-
ren férvantas kdnna till sa gott som alla utelamnade detaljer.

Det finns flera olika sorters tal. De enklaste talen ar de naturliga talen i
N={01,23,..}

som t.ex. kan ange antal. Givet tva naturliga tal m och n € N kan man ocksa alltid berdkna summan
m + n och produkten m - n; produkten skrivs oftast utan multiplikationspunkten. Om m = n, d.v.s.
om m ar ett minst lika stort tal som n, kan vi ocksa berdkna differensen m —n. Omn # 0 kan man i
vissa fall ocksa finna kvoten % som definieras som det unika (om det ens existerar) naturliga tal som

multiplicerat med n blir m.
Vi har ocksa heltalen i
Z={.,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}.

Har kan vi alltid berdkna differensen mellan tva tal; t.ex. ar 5 — 12 = —7. De negativa talen
—1,—2,—3, ... kan betraktas som en tankeabstraktion. Aven om man inte kan ha —20 kronor i han-
den, sa kan man ha det saldot pa sitt bankkonto.

Vidare har vi de rationella talen

Q={§: p,q €EZ, in}

som utover alla heltal ocksa innehaller alla braktal, som t.ex. % = 0.5, % = 0.75,% = 0.333...och
? = 12.5. Med dessa tal kan man alltid berdkna kvotergom bara g # 0. Nar ett rationellt tal skrives

med hjalp av decimalpunkt och decimaler ar antalet siffror som kravs alltid andligt eller sa upprepas,
efter en andlig initial f6ljd av siffror, en dndlig foljd av siffror om och om igen. | det senare fallet kan
detta markeras genom att foljden som upprepas i odndlighet skrives med ett streck ovanfér:

1—05 3—075 50—125 3—0375

2 4 T 4 T 8

1 _

—=0.333..=0.3

3

1 .

== 0.142857142857142857... = 0.142857

23

= 1.352941176470588235294117647058823529411764705882... =

= 1.3529411764705882.

| de flesta praktiska sammanhang réacker de rationella talen. Med de rationella talen kan man ju med
godtycklig noggrannhet ange alla tankbara fysikaliska storheter; med ”godtycklig noggrannhet” me-
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nas att felet kan fas hur litet (positivt) man vill: < 0.1, < 0.01, < 0.001, < 1071°%. Ur en teoretisk
synvinkel ar de rationella talen emellertid otillrdckliga. Bland annat kan man resonera sig fram till att
en kvadrat med sidlangden 1 har en diagonal vars langd inte exakt kan uttryckas som ett rationellt
tal, d.v.s. varje rationellt tal kan visas vara antingen storre eller mindre dn den exakta langden (dven
om felet i praktiken kan fas godtyckligt litet).

Intuitivt kan man saga att det som “saknas” ar tal som bestar av odndliga icke-periodiska foljder av
siffror efter decimalpunkten. Lagger man till alla sddana tal till de rationella talen far man de reella
talen. De reella talen kan sagas vara alla tankbara punkter pa den reella tallinjen, och inkluderar spe-
ciellt de rationella talen och (ddrmed) heltalen.

1.2.1 Algebra
Lasaren ar sedan grundskolan bekant med de flesta elementéara algebraiska raknelagar som galler for
(rationella och reella) tal. Till exempel har vi de kommutativa lagarna

a+b=>b+a, ab = ba,

de associativa lagarna

a+(b+c)=(a+b)+c, a(bc) = (ab)c
och de distributiva lagarna

a(b+c) =ab +ac, (a+ b)c = ac + bc.
Fran dessa foljer bland annat (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd ty

(a+b)(c+d)=alc+d)+b(c+d) =ac+ ad+ bc+ bd.

Speciellt har vi de s.k. kvadreringsreglerna

(a + b)? = a? + 2ab + b?
(a — b)? = a? — 2ab + b?

och konjugatregeln
(a+ b)(a—b) =a?— b2

En praktiskt viktig observation drattab = 0 = a = 0 eller b = 0. Mer allmant har vi

a=0
ab = ac S eller
b =c.

En mojlighet ar ju onekligen att a = 0 (i vilket fall b och c inte alls maste vara lika). Om sa inte ar
fallet kan vi dividera bada talen i likheten med a varvid vi erhaller likheten b = c. Ett alternativt bevis
ar som foljer:

ab = ac — ab—ac=0 o a(b—¢c)=0
saatta=0ellerb—c =0,d.v.s.a = 0 eller b = c. En annan observation ar att

X =—X p—— x=0.

31/163


http://www.rejbrand.se/

ANDREAS REJBRAND 2013-10-18 Matematik
http://www.rejbrand.se

Det finns flera satt att inse detta. Antingen noterar man helt enkelt att det enda tal x som ar lika med
minus sig sjalvt ar noll (tank pa vad som hander pa tallinjen om man byter ut x mot —x). Alternativt
sa galler ju att om x # 0 sa kan vi dividera med x i bada leden, varvid vi erhaller 1 = —1 som &r ab-
surt. Tredje alternativet ar att skrivax = —x=>x+x=0=>2x=0=>x = 0.

1.2.1.1 Neutrala element och inverser

Av de fyra raknesatten addition, subtraktion, multiplikation och division kan man saga att endast
additionen och multiplikationen ar “fundamentala”, i den meningen att de tva andra kan beskrivas
med hjalp av dessa: addition ger upphov till subtraktion medan multiplikation ger upphov till division.

Lat oss forst betrakta additionen. Man sager att talet 0 € R ar ett neutralt element med avseende pa
addition eftersom 0 + a = a + 0 = a for varje a € R; addition av talet 0 har sa att sdga "ingen ef-
fekt”. Det &r vidare l4tt att inse att det till varje tal a € R hor exakt ett tal a’ € R sddant att

a+a =a +a=0,d.v.s. varjetal a € R har ett "motsatt” tal sddant att addition av dessa tva tal
ger precis det neutrala elementet 0. Talet a’ betecknas normalt sett —a och kallas fér a:s additiva
invers (eller det motsatta talet). Till exempel ar den additiva inversen till talet 6 lika med —6, ef-
tersom6 + (—6) = (—6) + 6 = 0.

For varje par a, b € R definieras sedan deras differens a — b som a + (—b), d.v.s. verkan av subtr-
aktionsoperationen — pa tva tal a och b definieras som summan av det férsta talet och den additiva
inversen av det andra.

Pa ett i stort sett analogt satt definieras division med hjalp av multiplikation. Man siger att talet

1 € R ar ett neutralt element med avseende pa multiplikation eftersom1:-a = a - 1 = a for varje

a € R; multiplikation med talet 1 har "ingen effekt”. Det ar latt att inse att till varje nollskilt tal

a € R\ {0} hor precisetttala’ € Rsadantatta-a’ =a’-a =1, d.v.s. varjetal a € R\ {0} har ett
”inverst” tal sddant att multiplikation av dessa tal ger precis det neutrala elementet 1. Talet a’ be-

_ 1 . . . .
tecknas normalt sett a=! eller - och kallas for a:s multiplikativa invers (eller det inversa talet). Till

. e . . 1 11
exempel ar den multiplikativa inversen till talet 2 lika med 3 eftersom 2 =5 2=1.

For varje para,b € R, med b + 0, definieras da kvoten % som a - b~1, d.v.s. verkan av divisionsoper-

ationen pa tva tal a och b # 0 definieras som produkten av det forsta talet och den multiplikativa
inversen av det andra.

Notera speciellt att talet 0 saknar multiplikativ invers. Det finns ju inget tal a’ € R sddant att
0-a’ = 1. Darfér kan man heller inte dividera med noll. Daremot kan noll divideras med ndgot annat

. 0 1
(med noll som resultat): t.ex. aro = 0 o= 0.

1.2.1.2 Rdkning med brdk
Lasaren forvantas — som namnt i inledningen — redan vara val fértrogen med rékning med brak. Till
exempel kdnner lasaren redan till att

a_ka ka_k a+c_a+c a+c_ad+cb_ad+cb 1_b
b kb’ b b’ b b b’ b d bd db  bd %_a'
a
a c_ac ac_ad (E)_a
b d bd’ b'd  bc’ c  bc
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dar alla namnare forutsatts vara nollskilda.

1.2.1.2.1 Bevis av ndgra av resultaten (*)

Som en 6vning i algebra ger vi hdr nagra exempel pa hur resultaten ovan kan visas utifran de mest
grundlaggande egenskaperna hos de reella talen, namligen de kommutativa, associativa och distribu-
tiva lagarna, vilka kan betraktas som axiom for de reella talen. Det enda vi behéver komma ihag ar da
vad division betyder: % ar bara en symbol for produkten a - b~1 mellan a och b:s multiplikativa in-

Vers.

Sats. Forallaa, b, c,k € R géller

ka a ka a ¢ a+c

k

a L a
b b’ b kb b'b b’ b

dar samtliga namnare forutsatts vara nollskilda.

Bevis. Den associativa lagen ger

k.gd_efk.(a.b—l)—(k.a).b—ld_efﬂ
b~ B b

Den multiplikativa inversen till ka ar k™1 - a~ ! eftersomka - (k™' -a ™) =kk™'-aa ' =1-1=
Darfor ar

ka a
— & (ka) - (kb) ™' =(ka) - k™ bt =kkt-ab ' =ab ! & —
kb b
Vidare har vi
a ¢ a+c
E+Ed:e‘a-b‘1+c-b‘1 =(a+c)b?! d:‘T
Det fjarde resultatet foljer direkt av de tva foregaende. [
Ovning

1. Visa de fyra aterstaende resultaten i avsnitt 1.2.1.2.

1.2.1.3 Potenser
Oma € Rochn € Z* (ett positivt heltal) infér vi beteckningen

n

a*=a-a----a.
N ——

n faktorer
Det féljer omedelbart att a™ - a™ = a™*™ och (a™)™ = a™™. Till exempel 4r ju

n n+m

.am=a.a.....a.a.a.....a=a.a...-.a:a
n faktorer m faktorer n+m faktorer

a
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o . al _ .. -
Dessutom,omn > m sa ar— = a™ ™. Om vi vidare definierar®

a =1
for varje a # 0 och
w1
o=
forvarje a # 0 ochn € Z* s& féljer direkt
Sats. FOr varje m,n € Z och a # 0 géller
an
aq™ = q"tm, (@)™ = q™™, —_ =g m
am

Det ar ocksa mycket latt att inse (visa det!) att om a, b € R [i andra fallet med b + 0] sa géller for
varjen € Z att

(ab)™ = a™b™, (E)n = a—.

Man kan ocksa enkelt definiera potenser med exponenter som inte ar heltal, utan allmanna ration-
ella tal, pa ett sddant sitt att rdknereglerna ovan fortsatter att gilla och pa ett sadant satt att a”
bevarar sin natur om r ar ett heltal. Daremot kommer vi i dessa fall att krdva att basen ar icke-
negativ. Vi vill t.ex. att rdknelagen

1\ 4 1
(aﬁ) = a(q'ﬁ) =al =g, qezt

skall galla. Vi maste darfor definiera al/q, dira = 0 och g € Z*, som det (existerande och unika)
icke-negativa reella tal som upphdijt till g blir a; vi sager att a/% 4r den q:te roten ur a. Vidare inser
viatt om p, q € Z™ s& ger de vanliga raknereglerna (som vi kraver skall gilla) att (al/q)p = qP/1

varfor vi maste definiera a”, dir r = p/q &r ett rationellt tal och p, q € Z*, som (al/q)p. Om vi se-

r

dan latera™ = 1/a” for varje positivt rationellt tal ¥ och a > 0, sa har vi definierat a” for (bland

annat) varje a > 0 och r € QQ pa ett sadant satt att rdknelagarna ovan fortfarande géller.

Om a = 0 och q € Z* infor vi symbolen i/a for den g:te roten ur a. Speciellt I3ter viva = i/a vara

kvadratroten ur a. Vi har V0 = 0, V4 = 2 och V100 = 10. Man kan bevisa att V2 ir ett irrationellt
tal som avrundat till 10 decimaler ér 1.4142135624.

Ovning

1. Ldta,b € R* och q € Z*. Visa att (ab)'/? = a'/9p1/4, speciellt ir Vab = va/b.

® Notera i synnerhet att vi inte definierar 0°. Anledningen &r att det inte finns ndgot naturligt satt att géra det
pa.
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1.2.1.4 Kvadratkomplettering
Vi avslutar algebraavsnittet med en genomgangav av den mycket viktiga tekniken kvadratkomplette-
ring. Vi kan som bekant utveckla en kvadrat:

(x+2)2+5=x?+4x+4+5=x%+4x+0.

Notera att hogerledet innehaller bade x2-term och x-term, medan variabeln x bara bor innanfér en
kvadrat i vansterledet. Detta gor att vansterledet ar lattare att analysera @an hogerledet; till exempel
ser vi direkt att uttrycket (x + 2)2 + 5 alltid &r storre dn eller lika med 5, och att detta minsta virde
erhélles precis d3 x = —2; anledningen ar ju att (x + 2)? > 0 med likhet bara d4 x = —2. Diremot
kan vi inte dra denna slutsats bara genom att titta p3 uttrycket x2 + 4x + 9.

Darfor ar det i praktiken ofta dnskvart att “ga at andra hallet”, d.v.s. att skriva om ett uttryck som
hogerledet pa formen i vansterledet. Denna omskrivning, som alltsa gar ut pa att skriva ett uttryck
ax? + bx + ¢ pa formen A(x + B)? + C, gar under namnet kvadratkomplettering.

Hur utfér man da kvadratkomplettering? Sag att vi vill kvadratkomplettera x2 + 4x + 9. Vi vill med
andra ord skriva det pa formen (x + ¢)? + d fér nagra tal ¢ och d. Det vi gor ar att vi forst resonerar
oss fram till att ¢ = 2 (d.v.s. halva 4:anix? + 4x + 9), ty da blir ju utvecklingen av (x + ¢)? =

(x + 2)? = x? + 4x + 4. De tva forsta termerna vill vi ha, men inte den sista fyran, sa vi tar bort den:
(x +2)? — 4 = x? + 4x. Det foljer dd att (x + 2)2 — 4 + 9 = x? + 4x + 9, och vi &r alltsa klara:
x?2+4x+9 = (x+2)*+5.

Exempel
Kvadratkomplettera x% + 3x + 1.

Lésning: x2+3x+1=(x+%)2—(§)2+1=(x+—)2——+%=(x+_)2___

Exempel

Kvadratkomplettera x? — x — 2.

Lésning: xz—x—Z=(x—%)z—(l)z—Z=(x—l)2—%—§=(x—l)2—2.

Exempel
Kvadratkomplettera 5x2 + 6x — 2.

Lésning:
sx+6x-2=5 (x4 o= 2) =5 ((x+2) —(2) -2)=5((x+2) - mm-a0) -
xrxme=oX g Tg) =2\ *T5) T\5) T5)7°\\*T5) T25725) T

_5(+3)2 9 10 _5(+3>2 19 5<+3>2 19
—2\\"75) 7257 25) 7 \\* ) T35 g '

5 5
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1.2.2 Intervall

Inom matematiken forekommer valdigt ofta mangder av alla reella tal som ligger mellan tva givna
reella tal pa tallinjen, eller som ligger till vanster eller hoger om nagot givet reellt tal. Ibland inklude-
ras och ibland exkluderas sjalva granspunkterna. Man har darfor infort speciella symboler for sddana
mangder, som kallas intervall:

={x€eRia<x<b}
={x€eR:a<x<b}
={xeRia<x<b}
={x€eR:a<x<b}.

» ]-oo,b] ={x € Rix < b}
* ]—oo,b[ ={x € Rix < b}
" [ag,o[={x€ERix=>a}
» Ja,o[={x€eRix>a}

samt, ibland, ]—o0, o[ = R som ocksa rdknas som ett ”intervall”. | de fall bdde a och b ingér i notat-
ionen sa forutsatts att b > a. De fyra forsta typerna av intervall sdges vara begrdnsade eftersom de
har andlig langd b — a. De fyra sista (liksom R) kallas obegrdnsade.

Talen a och b kallas for intervallens dndpunkter; ett intervall kan salunda ha noll, en eller tva dnd-
punkter. | samtliga fall anger en indtpekande parentes att den bredvidliggande dndpunkten (a eller
b) tillhér intervallet, medan en utdtpekande parentes anger motsatsen. Om ett intervalls samtliga
andpunkter tillhor intervallet, sdges intervallet vara slutet. Om ett intervalls samtliga andpunkter
ligger utanfor intervallet, sages det vara ppet. Vi har darfor

» Slutnaintervall: [a,b], ]—oo,b], [a,[, R
* QOppnaintervall: Ja,b[, ]—oo,b[, Ja,o[, R
» Varken slutna eller 6ppna: Ja,b], [a,b[

= Slutet och 6ppet: R.

Intervall kan illustreras grafiskt genom att man ritar en tallinje och markerar de punkter som tillhor
intervallet. Fér att markera om en andpunkt tillhor intervallet eller inte brukar man avsluta linjes-
tycket som markerar intervallet med en fylld eller ofylld disk, dar den &r fylld omm @ndpunkten tillhér
intervallet.

Figur 1. Intervallet [—2, 2[.

Foljande definition ar viktig.
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Definition. Om x € R sa sdger man att en méngd N c R &r en omgivning till x omm N innehaller
nagot 6ppet intervall centrerat kring x, d.v.s. omm det finns ett tal € > 0 sadant att intervallet
lx—e,x+e€[cN.

Om N &r en omgivning till x géller speciellt att x € N, men N innehaller ocksa en hel stracka av punk-
ter "nara” x bade till vanster och till hoger. Till exempel dr [—0.1, 0.1] en omgivning av origo (talet 0),
t.ex. eftersom det innehaller intervallet |0 — 0.01,0 + 0.01].

For framtida bruk noterar vi att symbolerna Z* := Z N ]0, o[ samt R* := R N ]0, oo[ brukar anvin-
das fér mangderna av de positiva heltalen respektive de positiva reella talen. Notera att N = Z* U

{0}, 2" = N\ {0}.

Exempel
Vi ser att

[-10,10] U ]0,20[ = [—10,20[
[-1,1]\ {0} = [-1,0[ v ]0, 1]
[-2,2]\ [-1,1[ = [-2,—-1[ U [1,2]
[-1,1]¢ = ]—00,—1[ U ]1, 0]
1-1,0]1n [0, 1[ = {0}
]-1,0[n[0,1[=@

[0,5]nZ =1{0,1,2,3,4,5}.

Av dessa mangder ar det bara den forsta som ar ett intervall.

Definition. Ett slutet och begransat intervall sdges vara kompakt.

Exempel

Intervallet [0, 1] &r kompakt, men inte |0, 1] (som inte ar slutet) eller [0, oo[ (som inte &r begransat).

1.2.3 Delmangder av R (*)

Aven om de flesta delmingderna av R forstds inte &r intervall, sa tenderar de delmédngder man stéter
pa i praktiken att vara just intervall eller unioner av intervall. Nedan ar nagra exempel pa delmangder
av R vilka inte ar intervall:

{0}, {-v2,v2}, R\{0}, [-1,1]\{0}, [01]u[23] Z @Q

Det finns dven manga mycket mer fantasifulla varianter, som t.ex. den sa kallade Cantormdngden,
som vi inte kommer att ga in pa hér. Vi infor féljande allmanna terminologi for godtyckliga delméang-
der av R.
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Definition. Lat X € R och x € R. Om det finns en omgivning till x vilken helt ligger i X sa sages x
vara en inre punkt till X; om det finns en omgivning till x som helt ligger utanfor X sages x vara en
yttre punkt till X. Om i stillet varje omgivning till x innehaller punkter bade fran X och fran X¢ sages
x vara en randpunkt till X.

Notera speciellt att om x ar en inre punkt till X sa har vix € X, och om x &r en yttre punkt till X sa
galler x € X. Notera ocksa att varje x € R antingen &r en inre punkt, en yttre punkt eller en rand-
punkt till X (d.v.s. exakt ett av alternativen galler).

For de intervall vi tittat pa géller det uppenbarligen sa att &ndpunkterna a och b &r randpunkter, och
a och b ar ocksa de enda randpunkterna till ett intervall. Alla punkter i ett intervall, férutom eventu-
ella andpunkter, ar inre punkter till intervallet. Alla punkter utanfér ett intervall, férutom eventuella
andpunkter, ar yttre punkter till intervallet.

Exempel

Betrakta intervallet I := ]0, 1].

Punkten x = 0 ar en randpunkt, for varje omgivning av 0 innehaller punkter bade i och utanfor I. Av

samma anledning ar x = 1 en randpunkt. Punkten x = 0.7 ar ddremot en inre punkt, for t.ex. omgiv-
ningen ]0.6, 0.8[ ligger helt i I. Punkten x = 1.01 &r en yttre punkt; t.ex. ligger omgivningen
11.009,1.011] helt i I€.

Exempel

Lat X :== [—1,1] U ]3, oo[. Da mangden av randpunkter till X lika med {—1, 1,3}, mangden av inre
punkter till X &r ]—1, 1[ U |3, o[ och mangden av yttre punkter till X &r |—o0, —1[ U |1, 3].

Definition. En delmédngd X c R sages vara 6ppen omm varje x € X i delmangden ar en inre punkt.
En delmangd X siges vara sluten omm dess komplement X¢(= R \ X) &r 6ppet.

En delmangd ar med andra ord 6ppen om och endast om varje punkt i delmangden har en omgivning
som helt ligger i delmangden. Man inser direkt att ett 6ppet intervall ar en 6ppen mangd och att ett
slutet intervall &r en sluten mangd, sa terminologin ar konsistent. @ och R &r bada bade éppna och
slutna (varfor?).

Vi inser direkt foljande sats:

Sats. En delmingd X c R &r 6ppen omm varje randpunkt tillhér X¢; X &r sluten omm varje rand-
punkt tillhor X.
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Exempel

Intervallet I; :=]0, 1] frdn exemplet ovan &r inte en 6ppen mangd eftersom 1 € I, inte r eninre
punkt. Ddremot ar I, := ]0, 1[ en 6ppen mangd.

Vilket x € I, du an valjer, sa finns det ju en omgivning till punkten helt innesluten i I,. Valjer du t.ex.
x = 0.0001 sa fungerar omgivningen ]0.00009,0.00011[ c I,.

Exempel
Mangderna
R, R*(=10,00[), R\{0}, ]-1,1[, ]-o,0[uU]1,2[
ar samtliga 6ppna. Mangderna
R, [0, {12}, [-1,1], ]-o,0]U[1,2]
ar samtliga slutna, eftersom deras komplement
@, ]-o,0[, R\{1,2}, ]-oo,—1[U]1,e0f, ]0,1[U]2, o]
ar 6ppna (alt. eftersom randpunkterna tillhér mangderna). Mangderna
[0,1[,  ]—e0,0[ U {5}

ar slutligen exempel pa mangder som varken ar 6ppna eller slutna.

Definition. En delméngd X c R sages vara begrédnsad omm den ar helt innesluten i ndgon omgivning
av origo, d.v.s.omm X c [—R, R] for ndgot R > 0.

En mangd ar alltsa begrdansad om den far plats i nagot intervall av andlig langd. Till exempel &r be-
gransade intervall begransade mangder, sa terminologin ar konsistent.

Definition. En sluten och begriansad delmangd av R sidges vara kompakt.

Speciellt ar kompakta intervall kompakta méangder, sa terminologin ar konsistent dven har.

Ovningar

1. Visa att unionen av en godtycklig samling 6ppna mangder ar 6ppen.
2. Visa att snittet av en godtycklig samling slutna mangder ar slutet.
[Ledning: Anvand foregaende uppgift och en av De Morgans lagar.]
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3. Visa att snittet av en dndlig samling 6ppna mangder ar 6ppet.
4. Visa att unionen av en dndlig samling slutna mangder ar sluten.

5. Visa att snittet av en godtycklig samling ppna mangder inte maste vara 6ppen. [Ledning: Be-
11
trakta 4, = —;,;[.]
6. Visa att unionen av en godtycklig samling slutna mangder inte maste vara sluten. [Ledning:

Betrakta 4,, = E, 1].]

1.2.4 Foljder

En foljd ar en upprakning, eller numrerad lista, av nagot slags objekt, dar ordningen spelar roll och
dar ett och samma objekt kan forekomma flera ganger i upprakningen. En foljd kan besta av dndligt
eller oandligt manga element (men vi tillater inte "foljer” som bestar av noll objekt). Vi ar har mest
intresserade av foljder av tal. Ett exempel pa en talféljd som bestar av sju element &r

7, 3, =2, 6 8 -2, 5.

Elementen i en foljd brukar indexeras med hjalp av heltal. Det mest naturliga ar att anvanda 0 eller 1
som etikett for det forsta elementet i féljden, och sedan ge de kommande elementen successivt
hogre etiketter. | vart exempel kan vi sitta a; := 7, a, == 3, ..., a; :== 5. Vi kan da anvanda (a; )7,
som en rent symbolisk representation av foljden. Rent syntaktiskt kan symbolen ocksa ténkas sta for
mdngden av talen i féljden. Mer allmént &r (ay )y, dar m och n dr heltal med n > m, en symbol
for den dndliga foljden

Am, Am+1, Am+2, H] an

bestaende avn —m + 1 element. (ay) =, ar en symbol for den odndliga féljden

Amy  Am+1y Ams2s

och (ay)r=—o ar en symbol fér den ("dubbelt”) odndliga foljden

0, 1, 4, 9, 16, 25, 36,

som &r foljden av alla heltalskvadrater. Denna féljd kan skrivas (ay )=, dar a; = k2, d.v.s. vi har en
explicit formel for det k:te elementet i foljden. Notera att det har ar valdigt praktiskt att borja index-
eringen med just O (och inte t.ex. 1).

Som ytterligare exempel ger vi féljderna (ay)j=o och (bx) %=, ddr a, = 1 + 2k och by, = 2¥. Dessa
inleds

respektive
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(ax)r=o har tydligen den speciella egenskapen att differensen mellan ett tal och féregaende alltid ar
densamma (namligen 2), medan (by)r~, har den speciella egenskapen att kvoten mellan ett tal och
foregaende alltid 4r densamma (nédmligen 2). Det finns speciella namn for dessa egenskaper.

Definition. En foljd (ay )}, av reella tal sdges vara aritmetisk omm d = a; 1 — ay inte beror pa k,
d.v.s. om differensen d mellan tva pa varandra féljande tal alltid &r densamma. Talet d kallas i sddana
fall for den aritmetiska foljdens differens.

En foljd (ay)r=n, av reella tal sdges vara geometrisk omm q := aj,,/ay inte beror pa k, d.v.s. om
kvoten g mellan tva pa varandra féljande tal alltid ar densamma. Talet q kallas i sddana fall for den
geometriska foljdens kvot.

| definitionen ovan tillats att m ersatts med —oo och att n ersatts med oo (i stallet for heltal), sa dven
oandliga foljder kan vara aritmetiska och geometriska.

1.2.5 Summor
Om (ag)j=m ar en andlig foljd [vilket medfér att m och n ar heltal med n > mj] av sd infér vi symbo-
len

n

Z ag = am + apqq + -+ ay

k=m

for summan av alla tal i foljden; detta &r alltsa en summa med n — m + 1 stycken termer. Mer all-
mant, om a,, ar element i ndgon f6ljd av tal och om m och n ar heltal infor vi symbolen

n
k=m

for summan av alla tal aj, dér k € [m,n] N Z. Om t.ex. (ay) = ar en foljd av oandligt manga tal sa ar

ap =as +ag+a; +ag+ ag

e

k=5

en summa av fem av talen i féljden. Om n = m ar Y.}, a, alltsd en summamed |[m,n] NZ| = n —
m + 1 stycken termer. Omn < m ar [m,n] N Z = @ och summan bestar darfér av |@| = 0 termer;
denna s.k. tomma summa ar definitionsmassigt lika med 0 (det neutralal elementet med avseende
pa addition).

Exempel

Om a; = 2k + 1 forvarje k € Z sa ar

ay=0ay+a,+a,+az+a,+as=1+3+5+7+9+11 = 36.

Nl

k=0

Foljden (czk),5c=0 i exemplet ar aritmetisk. Summor av andliga aritmetiska foljder, sa kallade aritme-
tiska summor, kan beraknas med en speciell formel, som vi bevisade i avsnitt 1.1.1.2.
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Sats. Om (ay )y, ar en aritmetisk foljd med differens d sa ar

n

am +a
Zak=%'(n—m+1).

k=m

Vi kan alltsa berdkna var senaste exempelsumma pa ett alternativt satt:

5

_apta 1+11
z ° 5(5— +1)=——6=36.
k=0

Satsen ar latt att komma ihag, for (a,, + a,)/2 ar ju medelvdrdet av férsta och sista termen medan
n —m+ 1 helt enkelt ar antalet termer. Summan av en aritmetisk foljd ar darfor lika med medelvar-
det av forsta och sista termen, multiplicerat med antalet termer.

Exempel
Berdkna summan Y1299 5k,

Lésning: Summan ar aritmetisk med differensen 5, forsta termen 0, sista termen 5000 och antalet
termer 1001. Salunda ar summans varde

1000

0+ 5000
Z 5k = — 1001 = 2500 - 1001 = 2502500.
k=0

Aven indliga geometriska féljder kan summeras med en speciell formel.

Sats. Om (ay)ji—,, dr en geometrisk f6ljd med kvot k # 1 s ar

n knm+1
Z :m 1-k

Bevis. Beteckna summans varde med s. Vi har da

S = + amk + apk?® + -+ ap k™™

varfor
sk = aypk + amk? + apmk® + -+ ap k"M
och
s(1—k)=s—sk =ay, — a,k" ™! =q,(1 - k™1
varifran den utlovade formeln direkt foljer. -
Exempel

Berakna summan Y72, 2%,

Lésning: Summan ar geometrisk med kvoten 2, forsta termen 1 och antalet termer 100. Darfor ar
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1— 2100 1— 2100
z 2k = o= ——— =210~ 1(~ 127 10%).

De allra flesta foljder av tal ar forstas varken geometriska eller aritmetiska. Ett exempel pa en f6ljd
som ar varken eller ar (ay )=, dér a; ar det k:te primtalet. | allmanhet finns ingen formel som ger
summan av en féljd pa sluten form. Nedanstdende exempel handlar om summor som trots att de
varken ar aritmetiska eller geometriska kan berdknas medelst enkla omskrivningar eller observation-
er. Men forst nagra grundlaggande observationer om summor.

1.2.5.1 Rdkneregler for summor
Forst har vi uppdelning:

10 3 10
k=1 k=1 k=4

eftersom

a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7+a8+a9+a10:
=a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7+a8+a9+a10.

Sedan har vi linearitet:

NgE

n n
(ak+bk)= Z Clk+ Z bk
k=m k=m
ca, =¢ z

n
k=m

=
I

m

ag.

NgE

=
I
3

Som exempel ger vi

3 3 3
Z(ak+bk)=zak+zbk
k=1 k=1 k=1
eftersom
a1+b1+a2+b2+a3+b3:a1+a2+a3+b1+b2+b3
samt
3 3
Sra=Y e
k=1 k=1
eftersom
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7a1 + 7a2 + 7a3 = 7(a1 + a; + a3).

1.2.5.2 Exempel

Exempel

229 2k (1+3k)+1

Berdkna summan Y

Lésning: Eftersom

ZAYSOHL_ ) gy —1+3k+<1>k
2k T 2k 2

har vi

sz(1+23k)+1 2“23“2( )

k=3
dar forsta summan trivialt ger

29

Z1=1+1+---+1=27-1=27,
k=3 27 termer

andra summan ar aritmetisk med

k=3

och tredje summan ar geometrisk med

127
§<1)"_1 1-(3) _1(1 1> 11
2_811_4 227) 4 229
k=3 _i
Darfor ar
29
281 +3k) +1 1 1 5293 1
Zz—k=27+1296+2—ﬁ=7+ﬁ.

k=3

Ibland kan det hdanda att nastan alla termer i en summa tar ut varandra. Betrakta t.ex. féljden
(ax)s—, definierad av

1 1
Tkt
Summan ar
5
z ( )(11)(11)(11)(11)11_5
£M=\172)"\273) " 37T e TE) TS T 1T TE
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En summa som uppvisar ett sddant fenomen kallas for teleskoperande.

Exempel

100
k=1jgz4k°

Berakna summan ).

Eftersom

ar summan teleskoperande och

5:( ) 1 1 100
k k+1/ 1 101 101
k=1 k=1

Juy
o
o

varmed uppgiften ar |ost.

1.2.5.3 Fler exempel
Vart forsta exempel ar ganska fascinerande. Notera att

1=1=12

1+3=4=2?
1+3+5=9=232
1+34+5+7=16 =42
1+3+5+7+9=25=5?
1+3+5+7+9+11=36=62

Ar det héar verkligen en slump?

Exempel
Visa att summan av de k forsta udda positiva heltalen alltid &r en jamn kvadrat, namligen k2.

Lésning: Om vi betecknar namnd summa med sy, har vi

k
1+2k—1
sk=§SQL<U=——7?——-k=k2

med formeln for en aritmetisk summa.

Exempel

Berdkna
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Lésning: Forst har vi

1
. -k o 1 (1) 1_(7) 1 1
2.2 = 2 7= 2.6 i i-mm) =t m
k=0 k=0 k=0 1-5
enligt formeln for en geometrisk summa. Darfor ar
100 n 100 100 100 n
Y=Y (-z)=22-2(3)
B 2n) 2
n=0 k=0 n=0 n=0 n=0

dar ¥1%99 2 = 202 och

) 1 1
R
2

n=0 1 -
Alltsa ar
100 n
-k —
D 27K =200+ o
n=0k=0
Exempel (*)

Notera att den summa vi just berdknat ar summan av alla raderna i listningen

2—0

2704271

27042714272

27042714272 4273

BT AR R A 2 e Y

som bestar av precis 101 stycken rader. Vi kan forstas ocksa summera dessa tal kolonnvis, varvid vi
erhaller samma summa:

101-2794100-271+99.272 + ...+ 127199 =101 + 50 + 24.75 + --- + 27190

som med summatecken kan skrivas

100

2(101 —k)27k,
k=0

Det féljer att

01 foljer att
Vi har allts lyckats berdkna summan Y %22

=0 k27¥ som varken ar aritmetisk, geometrisk eller te-
leskoperande!
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1.2.6 Produkter (fakultet, binomialkoefficienter och binomialsatsen)
P3 samma satt som summatecknet ), kan anvdndas for att beteckna summan av en foljd av tal, sa
betecknar produkttecknet [] produkten av en féljd av tal. Till exempel, om a;, = 2k sa ar

e

ap =aqa,a3 =2-4-6 =48.
k=1

[Tr=., ai definieras i allmdnhet som produkten av alla tal aj, dir k € [m, n] N Z. Det ror sig tydligen
om en produkt avn — m + 1 faktorer, om baran > m. Omn < m ar [m,n] N Z = @ och da definie-
rar vi [[=, ax = 1; den s.k. tomma produkten har vardet 1, som ju ar det neutrala elementet med
avseende pa multiplikation. Vi har da likheten

som géller for varje a € R ochn € Z*; formen giller dven i fallet n = 0, om a # 0. Vi infér nu sym-
bolen fakultet (!) som definieras av

n
n! :=1_[k, vn eN
k=1

n! &r salunda produkten av talen 1,2,3, ...,n — 1,n. Till exempel harvi5!=5-4-3-2-1 = 120.
Notera att 0! = 1. Det finns en enkel kombinatorisk tolkning av fakultetsoperationen. Om vi har k
olika symboler (av nagot slag) finns det namligen k! olika satt att rakna upp dem.

Exempel
Sex personer star utanfér en buss. Pa hur manga olika satt kan dessa sex personer bilda en ko?

Lésning: Det finns 6 olika mojligheter att valja forsta personen i kon. Sedan finns 5 olika kandidater
till andraplatsen. Darfor finns det 6 - 5 olika satt att valja de tva forsta platserna. (”Det finns sex satt
att valja forstaplatsen, och fér vart och ett av dessa finns fem satt att valja andraplatsen.”) Efter det
aterstar 4 kandidater till tredjeplatsen, och sa vidare. Totalt finns detalltsa6-5-4-3-2 -1 = 6!
olika satt att bilda en k med sex personer.

Svar: Det finns 6! = 720 olika satt att bilda en kb med sex personer.

Omn = m har vi

:l——n(n—l)(n—z)-----(m+1);

.=
till exempel ar

27" 27-26-25-24-23----2-1

— = =27-26-25.
24! 24-23----2-1 7:26-25
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Definition. Om n, k € N och n > k sa ar binomialkoefficienten

|
() = Kl (nn— Or

Ett forekommande missforstand

Lagg marke till att parenteserna i (k) ar en del av notationen. Om du skriver k kommer ingen att

n
forsta vad du menar! Binomialkoefficienten (k) skall forstas inte heller blandas ihop med kvoten %

Aven binomialkoefficienten har en kombinatorisk tolkning: (Z) ar antalet delmangder med k ele-

ment som existerar till en grundméangd pa n element.

Exempel

En ingenjorsklass bestar av 30 elever. Pa hur manga olika satt kan man erhalla ett fotbollslag besta-
ende av 11 spelare ur klassen?

Lésning: Om man tar hansyn till spelarnas ordning (t.ex. tréjnumren 1, 2, ..., 11) finns det forstas 30
satt att valja spelare nummer 1, 29 satt att valja spelare nummer 2, osv., sa att det finns 30 - 29 - --- -

21-20=32=_3% __ 7180547 008 640 000 olika sitt att bilda ett numrerat lag.

19! (30-11)!
Manga av dessa lag bestar alltsa av samma mangd spelare, fast med olika trojnummer. Mer precist
finns det forstas 11! satt att tilldela en mangd bestaende av 11 spelare olika tréjor, sa varje moijlig

30! o
——— kombinationer av numrerade lag.

mangd av spelare forekommer exakt 11! ganger bland alla Go=iD]

Om vi med N betecknar antalet mojliga lag utan numrering, d.v.s. alla moéjliga mangder av 11 spe-
lare, har vi darfor

LT = 30!
T (30 — 11)!
varfor
30! 30
N=————= = 54627300.
11! (30 — 11)! (11)

Svar: Det finns (303_01'1)' = 2180547 008 640 000 olika satt att bilda ett numrerat lag och

(51)2) = 54 627 300 olika satt att bilda ett onumrerat lag.

Man kan speciellt lagga marke till att binomialkoefficienten (Z) alltid ar ett positivt heltal. Féljande

sats ar viktig darfor att den ligger till grund foér en otroligt smidig algoritm foér att med papper och
penna blixtsnabbt berdkna binomialkoefficienter for mattligt stora n.
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Sats.Omn, k € Zt medn > k + 1 53 géller

()= G0+ (")

Bevis. Vi har
n—1 n—1y _ (n—1)! (n—1)! _ n'k nt(n—k)
(k—1)+( k )_(k—l)!(n—k)!+k!(n—k—1)!_nk!(n—k)!+nk!(n—k)!_
_nlk+nl(n—k) nlk+n-n'—nlk n! [
T onkl(n—=k)! nkl(n—k)! _k!(n—k)!_(k)
som utlovat. [

Den algoritm som namndes fore satsen handlar om att konstruera en horisontellt centrerad triangu-
lar tabell med binomialkoefficienter, den sa kallade Pascals triangel. Om vi kallar forsta raden for

"rad 0” sa géller att pa rad n € N i tabellen finns de n + 1 stycken binomialkoefficienterna (Z),
k=0,1,..,n, uppradade:

Foregaende sats sager att en binomialkoefficient i triangeln (férutom de langs kanterna) ar lika med
summan av de tva ovanstaende binomialkoefficienterna. Eftersom de tva yttersta binomialkoeffici-
enterna pa varje rad trivialt har vardet 1 kan vi ddrmed mycket snabbt fylla i alla binomialkoefficien-
ternas vdrden:

Sitt namn har binomialkoefficienterna fatt fran en speciell tillampning: binomialutveckling. Ett binom
ar per definition ett polynom som bestar av precis tva termer, men binomialutveckling handlar mer
generellt om att utveckla en heltalspotens av en summa bestaende av tva termer, d.v.s. utveckling av
uttrycket

(a+b)"

dar n € N. Lasaren ar redan bekant med specialfallet n = 2:
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(a + b)? = a? + 2ab + b?;
kanske ar dven fallet n = 3 bekant:
(a + b)® = a3+ 3a?b + 3ab? + b3.

Lagg marke till att exponenten pa a:et borjar pa 3 och minskar med 1 for varje ny term, medan ex-
ponenten for b:et ar 3 i sista termen, och minskar med ett for varje ny term at vanster. Den obser-
vante ldsaren har dessutom noterat att koefficienterna i dessa tva utvecklingar (n = 2 respektive
n = 3) ar precis talen pa rad 2 respektive 3 i Pascals triangel, och det ar inte en slump.

Sats (binomialsatsen). For varje a,b € R och varjen € Z* giller

n

(a+b)" = Z (Z) a™kpk,

k=0

Bevis. Potensen ar

(a+b)*=(a+b)(a+b):(a+b)

n faktorer

och vid utveckling av denna erhalles en summa bestdende av 2™ termer (fore férenkling). Varje term
ar en produkt av n faktorer, namligen termerna i potensen, en fran varje parentes. De 2™ termerna i
utvecklingen ar precis alla kombinationer man kan erhalla. Det ar salunda klart att

n
(a+b)" = Z Cora™ *b¥
k=0

for nagon uppsattning heltal C,;. Talet C,, &r antalet ganger som produkten a™*b* erhalles i ut-
vecklingen, d.v.s. antalet ganger som vi véljer precis k stycken b:n. Men detta antal dr ju sa manga
satt pa vilka vi kan vélja ut k stycken parenteser i potensen [de parenteser fran vilka vi vljer b:et],

utan hansyn till ordningen pa dem. Och detta antal ar ju precis binomialkoefficienten, sa

=)

Exempel
Utveckla (a + b)°.
Lésning: Med binomialsatsen och Pascals triangel far vi

(a +b)° = a® +5a*b + 10a3b? + 10a?b3 + 5ab* + b°.

Exempel

Utveckla (x2 — y)*.
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Lésning: Med binomialsatsen och Pascals triangel far vi

(2 =) = (x* + (—}’))4 = () * +4(x*)>*(=y) + 6(x*)*(=y)* + 4x*(=y)* + (=y)* =
= x8 — 4x%y + 6x*y? — 4x%y3 + y*.

1.2.7 Medelvirden
Betrakta foljande foljd av varden:

17, 22, 19, 21, 40, 25, 20.

Det skulle kunna réra sig om temperaturer (i °C) eller manadslonser (i kkr). Vad ar medelvdrdet av
dessa tal? Intuitivt ar medelvardet av en samling tal ett enskilt tal, som ligger mellan minsta och
storsta talet, och som pa nagot satt ar “representativt” for hela samlingen. | vart exempel bér medel-
vardet t.ex. vara ndrmare det minsta vardet (17) an det storsta vardet (40), eftersom de flesta tal
ligger i intervallets “nedre del”. Inom matematiken finns det tva synnerligen enkla precisa medelvar-
desbegrepp, vilka vi nu introducerar.

Definition. Lat (a; )}, vara en f6ljd av tal. Det aritmetiska medelvdrdet av talen &r talet

n
)
— a
n k

k=1

och, om alla tal ar positiva, ar det geometriska medelvirdet talet

Speciellt har var exempelfoljd det aritmetiska medelvardet 23.4 och det geometriska medelvardet
22.6 (avrundat till en decimal). Det ar inte en slump att det aritmetiska medelvardet ar storre dn det
geometriska; detta galler alltid. Vi visar detta resultat nedan i specialfallet dar féljden bestar av precis
tva tal.

Sats. Lata,b € Rt och 14t A4 := %(a + b) vara det aritmetiska och G := vab det geometriska medel-

vardet. D4 ar A = G med likhet omm a = b.

Bevis. Vi har
4(A%2 - G?) = (a +b)?> — 4ab = (a® + 2ab + b?) —4ab = a? —2ab+ b?> = (a—b)? >0
vilket visar att A> — G2 > 0, s34 A > G. Vidare géller likhet precis dd a = b. [

1.2.8 Geometriska mingder
Inte sallan pratar man om t.ex. ekvationer som om de vore geometriska figurer. Man kan t.ex. héra
talas om ”kurvan”

x* + y* =x?2 —y2,
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Vad menas med det? "x* + y* = x2 — y2” 4r ju en ekvation, ett pastdende vars sanningsvirde beror
pa vilka tal x och y man stoppar in i den. Det man egentligen menar ar att kurvan ar méngden av alla
punkter (x,y) i planet R? vilka uppfyller ekvationen, d.v.s. kurvan ar

{(x,y) e R%:  x*+y*=x?—y?}.

Och en delméangd av planet, ja, det ar ju precis vad en geometrisk figur ar fér nagot! Om vi kallar kur-
van i exemplet for I sg inser vi t.ex. att (0,0) € T', (1,0) € T och (—1,0) € I'. Ddremot &r t.ex.

(1,1) ¢ T. Med ett datorprogram kan vi (approximativt) plotta kurvan; t.ex. kan datorprogrammet
dela in omradet [—1,1]?> € R2?i 10 000 x 10 000 smabitar och I3ta pixeln i rutan (x, y) vara firgad
omm ekvationen ar uppfylld dar (sa nar som pa en liten feltolerans). Vi erhaller da féljande bild:

Figur 2. Kurvan x* + y* = x2 — y2,

1.2.8.1 Enkla kurvor
Man maste framfor allt vara val fortrogen med ekvationer for linjer och cirklar (och ellipser).

1.2.8.1.1 Ratalinjer
Om ¢ € R ar nagot fixt tal ar det klart att x = ¢ ar en vertikal linje medan y = c ar en horisontell
linje. Fran tidigare matematikstudier ar lasaren ocksa val bekant med

y=kx+m

som ar en (i allmanhet sned) rat linje med lutningen (riktningskoefficienten) k, vilket innebér att kur-
van gar k steg i y-led for varje steg i x-led; m ar y-vardet dar linjen skar y-axeln (darjux = 0 ). Alla
rata linjer, férutom de vertikala, kan skrivas pa formen y = kx + m.

Den mest allmanna ekvationen for en rat linje ar
ax+by=d

dér a, b och d &r konstanter. Varje sadan kurva ar en rat linje, och varje rét linje kan skrivas pa den
formen for lampliga val av konstanterna. Ekvationen kallas for linjens normalekvation.

Slutligen kan det vara praktiskt att kanna till den s.k. enpunktsformen for en rat linje, d.v.s. formen

Y — Yo = k(x — xo)
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dar k, xo och y, ar konstanter. Ekvationen beskriver aterigen en linje, och varje icke-vertikal linje kan
skrivas pa den har formen. Man ser direkt att (x,, yy) uppfyller ekvationen, sa punkten (x,, y,) till-
hor linjen. Vi kdnner ocksa igen k som linjens riktningskoefficient:

v —v, = k(x — x0) — vy =kx + vy, — kx,.

konst.

Enpunktsformen tillater alltsa att vi direkt skriver ner ekvationen for en (icke-vertikal) linje bara vi
kanner till en punkt pa linjen, samt linjens lutning.

1.2.8.1.2 Cirklar (och ellipser)
Avstandet mellan origo och punkten (x,y) € R? ar/x2 + y2 enligt Pythagoras sats. Darfor ar ekvat-

ionen \/x2 + y2 = 1 uppfylld precis da (x,y) har avstandet 1 till origo. Men den hir ekvationen &r
ekvivalent med x? + y2 = 1, s& darfor ar

St={(x,y) eR? x®+y2=1}

cirkeln med radie 1 kring origo — den bestar ju av alla punkter som har precis avstandet 1 till origo.
Den hiar cirkeln kallas for enhetscirkeln, just eftersom den har radie 1. Beteckningen S ar standard
for enhetscirkeln.

Mer allmant inser vi att for varjer > 0 ar

en cirkel kring origo med radie r (ekvationen ar ekvivalent med \/x2 + y? = r). Avstandet mellan

punkten (xg, y) och (x,y) ar \/(x —x0)% + (y — y5)?, sd annu mer allmént ser vi att

(x=x)?+ O —y)? =712
ar en cirkel kring punkten (x,, yy) med radie .
Ekvationen (dara, b > 0)
2 2

SRION

beskriver en kurva som inte ar en cirkel, om inte a = b ar lika, i vilket fall vi aterfar en cirkel med
radien a. | stallet har vi en "tillplattad” cirkel, en ellips med halvaxlarna a och b. Om vi satter y = 0
ser vi att ekvationen ger x? = a?, d.v.s. x = +a; om vi satter x = 0 farviy = +b. Alltsa ligger punk-
terna (£a, 0) och (0, £b) pa ellipsen, och det &r vidare l4tt att se att ellipsen ar en delmingd av
[—a, a] X [—b, b] (hur?).

Nedan visas ellipsen

2

G+ -

som stracker sig mellan —4 och +4 i x-led och mellan =2 till +2 i y-led.
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Figur 3. En ellips.

1.2.8.1.3 Diskar och fyllda rektanglar
En geometrisk mangd behover inte vara en kurva, d.v.s. en endimensionell "sak”. Som exempel ar

M; = {(x,y) € R%: x? + y2 < 1}
den slutna enhetsdisken, medan
M; ={(x,y) e R:x? +y2 < 1}

ar den 6ppna enhetsdisken; skillnaden mellan dessa dr att diskens rand, enhetscirkeln, tillhér M,
men tillhor komplementet till M2-7 | en datorplot marks ingen skillnad:

Figur 4. Enhetsdisken.

Ett valdigt smidigt satt att ange en fylld rektangel i planet ar att anvanda den kartesiska produkten
mellan tva intervall. Sa ar t.ex.

R:=[12] x[-1,1]

mangden av alla punkter (x,y) darx € [1,2] och y € [—1, 1], d.v.s. rektangeln med hérni (1, 1),
(21 1)1 (21 _1) och (11 _1)'

’ Notera likheten med terminologin for delmangder av R. Vi kommer i delen om flervariabelanalys att noggrant
behandla delmangder av planet (och rummet).
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Figur 5. En rektangel.

Den har fyllda rektangeln kallas sluten eftersom kanten tillhér mangden. Motsvarande 6ppna fyllda
rektangel ar |1, 2[ x ]—1, 1[. Speciellt kallas [0, 1]? (resp. ]0, 1[?) fér den slutna (resp. dppna) fyllda
enhetskvadraten.

1.2.8.1.4 Samspelet mellan algebra och geometri

Exempel
Som ett exempel pa samspelet mellan algebra och geometri, betrakta de tva mangderna

St ={(x,y) € R?:x% + y? = 1}
L={(xy)€ER%x+y=1}

S1 &r enhetscirkeln och L &r en rit linje som ocksa kan skrivas y = 1 — x. Vi &r intresserade av snittet

SINnL={(x,y) ER?*:x2+y%2=1 och x+y =1}

N
AN

| bilden nedan visas S* och L.

RN
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Det dr uppenbart att ST N L = {(0,1), (1,0)}, sa snittet av tvd mangder som bada bestar av odndligt
manga punkter kan tydligen vara en mangd som bestar av precis tva punkter. Det vi har gjort ar i
praktiken att vi |6st ekvationssystemet

{x2+y2=1
x+y=1,

d.v.s. vi har funnit de punkter (x,y) € R? som uppfyller bada ekvationerna:

x2+y2=1 och x+y=1 — (x,y) = (1,0) eller (x,y) = (0,1).

1.2.8.1.5 Exempel

Exempel

Beskriv mangden {(x,y) € R%: x? —2x +y? —2y = —1}.

Lésning: Kvadratkomplettering ger
x2=2x+y?-2y=(x-1?-1+(@-1)?2?-1

sa att

x2—2x+y?—-2y=-1 —
= x-1D?+@-12=1.

Méangden &r alltsa cirkeln med radie 1 kring (1,1).

Exempel

Bestam snittet A N B mellan mangderna 4 := {(x,y) € R®: x? +y? —2y =3}ochB =
{(x,y) ER?: x2—10x + y? = —24}.

Lésning: Notera att
x2+y2—-2y=3 — x2+(y—-1)2=4
medan
x2—10x +y? =24 — (x—5)2%+y%2=1.

A ar alltsa cirkeln med radie 2 kring (0,1) medan B &r cirkeln med radie 1 kring (5,0). Avstandet mel-

lan cirklarnas medelpunkter ar /(5 — 0)2 + (0 — 1)2 = v/26. Samtidigt ar summan av cirklarnas
radier 2 + 1 = 3 = /9 < /26. Eftersom summan av radierna dr mindre dn avstandet mellan medel-
punkterna maste cirklarna vara disjunkta.

Svar: ANB =0.
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1.3 Funktioner

Betrakta tva mangder X och Y. En funktion fran X till Y ar en regel som till varje x € X entydigt ord-
nar ett y € Y. En funktion kan alltsa ses som en maskin som man kan stoppa in ett element fran X i,
och varje gang man gor det, far man ut ett bestamt element i Y. Varje gang man stoppar in samma x,
far man ut samma y, sd utvardet ar entydigt bestamt av valet av det element man stoppar in.

Om f &r en funktion fran X till Y sa skriver man f: X — Y. Mangden X kallas for f:s definitionsméngd
och brukar betecknas Dy. Méngden Y kallas for funktionens mdlmdngd.

Observera!

Om vi t.ex. har en funktion vid namn ”sin” sa betecknas alltsa dess definitionsmangd Dg;,,.

Méngden av element som f ger ifran sig (ndr man, i tur och ordning, stoppar in alla element i X) kal-
las for f:s vardemdngd och brukar betecknas Vy. Notera noggrant att Dy = X medan Vy =

{f(x):x € Df} C Y mycket val kan vara en dkta delméngd av Y, d.v.s. Vp # Y.

Det element i Y som f ger ifran sig dd man stopparin x € X i f betecknas f(x) och kallas ibland for
bilden av x (under f).

For att ange en funktion, maste man alltsa ange mangderna X och Y likval som den regel som associ-
erar ett element i Y till varje element i X. Lat oss betrakta ett konkret exempel, genom att sitta

X =Y =R, d.v.s. vi betraktar en funktion f: R — R som for varje reellt tal x € R ger ifran sig ett
bestamt reellt tal f(x) € R. Som funktionsregel anvander vi

flx) =x%+1,

d.v.s. f tar in ett reellt tal och ger ifran sig det tal som erhadlles genom att det givna talet forst kvadre-
ras varvid resultatet adderas med 1. Till exempel farvida f(0) =1, f(1) =2, f(2) =5, f(3) = 10
och f(—10) = 101. | det hér fallet &r definitionsméngden D; = R och vdardeméngden V; = [1,00[.1
det har fallet 4r vardemangden en dkta delméangd till malmangden R; det finns t.ex. inget tal x € R
sadant att f(x) = 0.

For att ange regeln for funktionen f kan man ocks3 skriva f:x — x2 + 1, dir tecknet ”—" utldses
avbildas pd”. Man séger alltsd att x € X "hamnar pd” x2 + 1 €Y.

Observera!

Notera i synnerhet att f: X — Y anger att f ar en funktion fran mangden X till mangden Y, medan
f:x — (uttrycki x) anger sjdlva regeln for funktionen; har ar x € X medan uttrycket maste resultera
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i ett element i Y. Notera ocksa att notationen f: X — Y per automatik medfér att X = Dy ar mang-
den av alla tal som kan stoppas ini f, sa f(x) maste vara definierat for varje x € X. Daremot beho-
verinteY =V, d.v.s. varje element i Y behdver inte erhallas under f for nagot x € X.

I manga fall anger man inte explicit definitionsmangden for en funktion f. | sddana fall &r det under-
forstatt att definitionsmangden ar den stérsta delmangd av det universum man for tillfallet betrak-
tar, i vilken regeln for funktionen ar definierad. Till exempel, om vi arbetar med reella tal och

f:x » x% och g: x > 1/x s8 ar det underforstatt att Dy = Roch Dy = R\ {0}.

Tva funktioner f och g sdges vara lika (vilket skrivs f = g) omm de har samma definitionsmangd
D¢ = Dy, samma médlméangd och f(x) = g(x) fér varje x € Df(= Dg).

Exempel
Betrakta funktionerna

fFRo>Rxex?+1
g:[0,00[,x » x2+1
hR->Rx+- (x +1)%—2x
k:R - [0,00[,x = x%+1

Da galler att f = hmen f # g och g # h, eftersom definitionsmangderna ar olika.

Vi har ocksa t.ex. f # k eftersom malmangderna ar olika.

| manga situationer &r det av ringa vikt vad malmangden till en funktion ar. Det kan i sddana fall vara
motiverat att dven betrakta tva funktioner som lika om det enda som skiljer dem at &r att de har olika
malmangd, som i exemplet ovan med f och k (men bada malméangderna ar forstas supermangder till
den gemensamma vardemangden). Vissa forfattare definierar darfor likhet mellan funktioner genom
att saga att tva funktioner f och g dr lika omm de har samma definitionsméngd Dy = D, och

f(x) = g(x) for varje x € Dy. De tva definitionerna har sina respektive férdelar och &r olika lampliga
inom olika matematiska discipliner. (Generellt kan sagas att den ”stranga” definitionen av likhet &r
[amplig inom algebran, medan den “snalla” definitionen av likhet ar lamplig inom analys.)

Exempel
Betrakta funktionerna

fiR-> R,x H x?
g:R - [0,00[, x — x2.

f och g har samma definitionsméngd (Dy = Dy, = R) och vardeméngd (V; = V; = [0, oo[). Dessutom
géller f(x) = g(x) for varje x € Dy = Dgy. | manga situationer kan det da vara naturligt att sdga att f
och g ar samma funktion. | andra situationer, emellertid, ar det mer naturligt att sdga att f # g.
T.ex. har funktionen g en egenskap som f saknar, namligen att 1, ar lika med mdlmangden, d.v.s.
varje element i madlmangden [0, o[ erhalles som g(x) fér nagot x € Ds.
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1.3.1 Sammansattning av funktioner

Om f:X - Y och g:Y — Z kan man forstas bilda en ny funktion h: X — Z genom att satta

h(x) = g(f(x)) fér varje x € X. Funktionen h kallas fér sammanséttningen av g och f och beteck-
nasge f,sa h = g o f. Notera speciellt ordningen mellan funktionerna: g o f &r den funktion som
forst applicerar f pa argumentet, och sedan applicerar g pa resultatet.

Exempel

Lat f:R - R3,t » (x,, z) ge en flugas position (x,y,z) vid tident och 13t g: R3 - R, (x,y,2z) » T
ge temperaturen T i punkten (x,y,z). Dadrge f:R — R,t — T den funktion som ger temperaturen
T dar flugan ar vid tiden t.

Lat h: R® - R vara definierad genom h(x,y,z) = z, d.v.s. h tar in en punkt i rummet och ger ifran
sig punktens z-koordinat (hojden ver golvet, sdg). Daarho f:R = R, t = z den funktion som ger
flugans z-koordinat (hojd 6ver golvet) vid tiden t.

Exempel
Lat f, g: R = R vara definierade av

fx)=x*+1, Vx€eR
g(x) = 5x, Vx € R.

Dagesgofochfog:R— Rav
(o) =g(f(x) =gx?+1) =5x2+5
respektive
(feg)(x) = f(g(x) = f(5x) = 25x* + 1

varfor g o f # f o g (préva t.ex. x = 1). Funktionssammansattning ar salunda inte en kommutativ
operation.

1.3.2 Grafer
Inom envariabelanalysen studerar man foretradelsevis funktioner f: Dy —» R dédr Dy C R, d.v.s.

funktioner som tar in ett reellt tal och ger ifran sig ett annat. Sadana funktioner kan oftast illustreras
ganska val med hjalp av sina grafer, som vi har introducerar.

Grafen till en funktion f: Df — R, dar Dy c R, &r mangden
{x,y)eR* x€Df, y=f(0)}

Grafen ar alltsa den geometriska figuren som har ekvationen y = f(x), for att aterknyta till sddant vi
pratat om tidigare. Som férsta exempel ger vi grafen till funktionen x = x?2, d.v.s. kurvan y = x?2,
som kallas for en parabel:
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Kurvan y = x? tydliggor for dvrigt det faktum att det for varje icke-negativt tal y finns ett entydigt
icke-negativt tal x vars kvadrat blir y; till exempel finns det precis ett icke-negativt tal vars kvadrat ar
9, namligen 3 (dven —3 kvadreras till 9, men —3 &r ju ett negativt tal).

1.3.2.1 Grafer som plana kurvor

Grafen till en funktion f: D - R (Df c R) &r alltsd kurvan y = f(x). Man kan stalla sig frigan om
varje plan kurva ar grafen till nagon funktion. Svaret ar "nej”. Till exempel finns det ingen funktion
som har enhetscirkeln som graf. Det ar i det ndrmaste uppenbart: En graf ar ju en kurva med en ek-
vation pa formeny = f(x), d.v.s. fér varje fixt x € Dy, sd maste y vara just f (x) for att (x, y) skall
tillhora grafen. Det innebér att varje rat linje i planet, parallell med y-axeln (d.v.s. med x-koordinaten
fix), skdr grafen max en gang (ndmligen dd y = f(x) under foérutséttning att x € Dy).

Daremot ar enhetscirkeln unionen av tva grafer. Vi har ju

y=—/1-—x2

x2+y2=1 — y? =1—x? — eller

y=+/1—x2

sa enhetscirkeln &r tydligen unionen av kurvornay = —V1 — x2 och y = +V1 — x2, d.v.s. unionen

av graferna till de tva funktionerna x » —V1 — x? och x » +v1 — x?2, bada med definitionsmangd
[—1,1] och virdeméangderna [—1, 0] respektive [0, 1].

1.3.3 Nagra enkla funktioner
Vi ger hdr exempel pa nagra enkla (och flera av dem ofta forekommande) funktioner.

Signumfunktionen sgn: R — R ger ifran sig tecknet av sitt argument (=det som man stoppar in i
funktionen), d.v.s. sgn definieras av

-1 omx<0
sgnx:=30 omx=0
+1 omx >0.

Har har vi ocksa smugit in en ny notation, namligen den for en falldefinierad funktion, dar man delar
in definitionsméangden Dy i olika delar och anger en separat funktionsregel for respektive del. | det
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har fallet skall notationen tolkas enligt féljande: sgn x = —1 for varje x € |—o0,0[, sgn 0 = 0 och
sgnx = +1 forvarje x € ]0, oo|.

Lagg marke till att vi skriver funktionsvardet “sgn x” i stallet for "sgn(x)”. Man brukar uteldamna pa-
renteserna vid valkanda standardfunktioner om de inte behovs for tydligheten skull.

Absolutbeloppsfunktionen |-|: R — R &r sa vanligt forekommande att den fatt en egen symbol.
Funktionsvardet skrivs |x|, dar x ar argumentet [jfr f(x)]. Per definition ar

lxl__{x omx =0
“l=x omx<0,

d.v.s. |x]| &r lika med x fast med det eventuella minustecknet borttaget. Sa ar t.ex. |5 = 5, |[11]| =
11,]2.1] = 2.1,|0] = 0 men |—3.5| = —(—3.5) = 3.5, |—10| = 10 o.s.v. Vi har allts3, i sjdlva verket,
|- |: R - [0,00[, d.v.s. |x| = 0 forvarje x € R.

En anvandbar geometrisk karaktérisering av absolutbeloppsfunktionen ar att |x — y| ar lika med av-
stdndet mellan talen x och y € R pa den reella tallinjen.

Kvadratrotsfunktionen v: [0, oo[ = [0, oo[ har ocksa fatt en egen symbol: bilden av x under kvadra-
trotsfunktionen skrives v/x. For varje x > 0 dr +/x det (existerande och unika) icke-negativa tal som
upphaijt till 2 blir x. Till exempel ar /9 = 3 eftersom 3 &r det entydigt bestimda icke-negativa tal
som upphojt till 2 blir 9.

Nedan visas graferna till sgn, || och V.

y =sgnx y = |x| y =+x

Ett vanligt fel

Notera tva saker:

D, = [0, ], d.v.s. man kan bara stoppa in icke-negativa tal i kvadratrotsfunktionen.
V= [0, o], d.v.s. kvadratrotsfunktionen ger bara ifran sig icke-negativa tal.

Detta ar tva helt olika saker, som studenter emellanat blandar ihop.
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Exempel: Nar ar uttrycket vx — 3 + 5 definierat? Jo, det enda som kan ga fel ar att argumentet till
rotfunktionen blir negativt, sa for att uttrycket skall vara definierat kravs och racker attx — 3 = 0,
d.v.s. att x > 3. Har anvander vi alltsa att D.; = [0, oo].

A andra sidan kan man latt se att x2 + v2x + 6 > 0 for alla x s3dana att uttrycket éver huvud taget
ar definierat, eftersom x2 > 0 for alla x € R och Vy = [0,00].

Ett till vanligt fel

Notera @nnu en gang att D.; = [0, o[. Det man stoppar in i kvadratrotsfunktionen maste alltsa vara
ett reellt tal, och inte vilket som helst, utan ett icke-negativt sadant! Faktum ar att det ar absolut
nodvandigt, for vi har inte sagt vad som menas med t.ex. V=9 [roten ur ett negativt tal] eller V2 + i
[roten ur ett icke-reellt komplex tal]. Och det ar inte alls sjalvklart vad det skulle betyda!

Ytterligare ett vanligt fel

Lagg marke till att det ar fel att sdga att x2 alltid &r positivt om x € R; det &r inte sant att x2 > 0 for
alla x € R, eftersom 02 = 0. Daremot &r det sant att x? &r icke-negativt, d.v.s. x2 > 0 for varje
x ER.

Talet 0 &r varken negativt eller positivt. Mangden ]0, oo[ bestar av de positiva reella talen, madngden

[0, o[ av de icke-negativa.

Foljande observation ar viktig:

Observation. Vx? = |x| for varje x € R

Bevis. Antag att x > 0. Per definition ar Vx2 det tal > 0 vars kvadrat &r x2. Det finns tva tal som har
x? som kvadrat, ndmligen —x och +x. Eftersom x > 0 &r det +x som &r det icke-negativa av dem.

Alltsd dr Vx2 = x. Men eftersom x > 0 &r ocksd |x| = x, s&d Vx2 = |x].

Om i stéllet x = 0 s& ar x? = 0 och det enda icke-negativa tal som kvadreras till 0 &r 0. Samtidigt ar

|x| = |0] = 0, sa aterigen har vi Vx? = |x|.

Sista mojligheten dr x < 0. Av de tva tal som kvadreras till x2, d.v.s. av —x och +x, ar det da bara —x

som ar icke-negativt, sd Vx2 = —x. Men dd x < 0 4r ju ocksa x| = —x s& Vx2 = |x]| dvenidet fallet.m

Till exempel ir |5] = 5 och V52 = V25 = 5; |=7| = 7 och/(=7)2 = V49 = 7.

Ett vanligt fel

Ett ganska vanligt férkommande fel hos nya matematikstudenter &r antagandet att Vx2 = x for alla
x € R. Detta géller ju inte for negativa x. Nyss sag vi ju att {/(—7)? = 7. Det riktiga sambandet ar

Vx2 = |x]|.
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Golv och tak. Hir har vi ocksa ett par funktioner med egna symboler. Golvfunktionen |-|: R — Z av-
rundar sitt argument neddt (till vinster pa tallinjen) till ndrmsta heltal, och takfunktionen [-]: R - Z
avrundar sitt argument uppdt (till hoger pa tallinjen) till ndrmsta heltal. S3 &r t.ex. |5.3] = 5 medan
[5.3] = 6.

Narmaste heltal. Funktionen round: R — Z &r nara besldktad med golvet och taket. round x ar det
heltal som ligger ndarmast x, d.v.s. round avrundar sitt argument till ndrmaste heltal, s round 5.3 =
5 menround 5.7 = 6. Om argumentet ligger precis mellan tva heltal avrundas det uppat (till hoger

pa tallinjen), sa round 5.5 = 6.

y = |x] y = [x] y = round x

1.3.4 Elementidra funktioner

Inom envariabelanalysen studerar man funktioner som tar in och ger ifran sig reella tal, d.v.s. funkt-
ioner f: Dy —» R dar Dy < R. Det finns en rad mycket vanligt férekommande, ganska enkla, funktion-
er som anvands overallt inom analysen och dess tillampningar. Till dessa s.k. elementdra funktioner
rdaknas polynom, rationella funktioner, potensfunktioner, exponentialfunktioner, logaritmfunktioner,
trigonometriska funktioner samt arcusfunktioner. Vi kommer nu att ge en inledande studie av dessa
elementdra funktioner.

1.3.4.1 Polynom och rationella funktioner
Om (ay )= ar en foljd av givna tal sa ar

fX) =ax"+a,_1x" 1+ +ax? +a;x +ag

ett polynom. Ett exempel ar

() = 5x 42t —x 2
fx—lox 2x x

En rationella funktion ar en kvot mellan tva polynom, som t.ex.

2x3 4+ x%2 -5
x*+1

Nedan visas graferna till ett polynom och en rationell funktion:
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1 1 2x§+x2—5

— 3 2
y = X° +=x x—2 y=———F—F""
10 2 x*+1

Det ar enkelt att forklara dessa funktioners beteenden langt fran origo. | polynomfallet géller forstas
att

1 1

3 2 3

—X t+-x"—x—2=_—x

10 2 10
om x ar ett till beloppet stort tal. Om x &r stort positivt kommer alltsa f(x) att vara stort positivt,
och om x &r stort negativt kommer f(x) att vara stort negativt (eftersom exponenten 3 &r udda). |
fallet med den rationella funktionen har vi i stdllet, langt fran origo, uppskattningen

2x3 +x2 -5 2x3
x*+1 Toxt T«

sa funktionsvardet blir valdigt litet bade nar x blir stort positivt och nar det blir stort negativt. Den
rationella funktionen

2x3+x2-5
x*+1
ar speciell pa det sattet att ndmnaren aldrig ar noll. En foljd blir da att funktionen ar definierad pa

hela R. Vi stéller oss nu fragan vad som hidnder nédra punkter dar ndmnaren blir noll i en allmén rat-
ionell funktion. Vi betraktar darfor tre konkreta exempel pa sadana rationella funktioner:

2+3x+1

Fo =" D =R\
24 x -2

g0 =" by =R\
2 —

h(x)=x+j—2xl, Dp = R\ {0},

| forsta fallet (f) kommer taljaren att ndrma sig 4 nédr x narmar sig 1; samtidigt kommer namnaren
att ndrma sig 0. Om x narmar sig 1 frdn héger pa tallinjen, d.v.s. om x ar 1.1, 1.01, 1.001, ..., sa
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kommer namnaren x — 1 att ndrma sig 0 fran hoger (0.1, 0.01, 0.001, ...). Kvoten f(x) kommer da
alltid att vara positiv, men den kommer att bli stérre och storre. Grafen kommer darfor att “sticka
ivag” uppat, mot “oandligheten” nar vi ndrmar oss punkten x = 1 fran hoger. En liknande analys ger
att grafen "sticker ivdg” nedat, mot "minus oandligheten”, nar vi ndrmar oss punkten x = 1 fran
vanster.

Man skulle kunna tro att detta alltid hdnder ndr namnaren i en rationell funktion har ett nollstélle,
men sa ar inte fallet. Om vi tittar pa det andra exemplet, har vi

x*+x—-2 (x+2)(x—-1)
x—1 x—1 B

gx) = x+2,  Vx#l1

Forallax € R\ {1} galler darfor att g(x) = x + 2, en rét linje. Om vi plottar grafen till g kommer vi
troligtvis inte ens att ana att nagot speciellt intraffar i punkten x = 1 (eftersom en punkt har ”storlek
noll” som stracka betraktad). Slutligen inser vi betraffande h, med en analys liknande den fér f, att vi
kommer att ndrma oss "minus oandligheten” nar vi ndrmar oss 0 bade fran vanster och fran hoger.
Graferna till f, g och h visas nedan.

y=f(x) y =g(x) y = h(x)

Man kan ocksa notera att f(x) = g(x) = x for stora |x| medan h(x) =~ 1 for stora |x]|.

1.3.4.2 Potensfunktioner
Om a € R &r ett fixt tal sa ar x = x% en potensfunktion. Hit raknas alltsa bland annat identitetsfunkt-

. . . . . 1 _
ionen x = x, kvadreringsfunktionen x = x?2, kubfunktionen x = x3, funktionen x p (=x Y och

kvadratrotsfunktionen x — x1/2(= \/E) Nedan visas nagra exempel pa grafer.
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y=+x y=1/x

1.3.4.3 Exponentialfunktioner

Om a € R* &r ett fixt tal sa &r x = a* en exponentialfunktion. Den i sirklass mest anvdnda expo-
nentialfunktionen ar den som har det speciella irrationella talet e = 2.718281... som bas; ibland
avses rent av just denna nar man bara pratar om “exponentialfunktionen”. Funktionen x — e”* kallas
ofta “exp” och vi kan darfér skriva e* = exp x. Nedan visas grafen till exp; notera att exp: R - R™.

Figur 6.y = e*.

1.3.4.4 Logaritmfunktioner

Om y € R* &r ett givet positivt tal s finns det exakt ett x € R sddant att y = e*. Detta tal betecknas
Iny, s& vi har alltsd x = Iny. P& detta sitt har vi introducerat en funktion In: R* — R som kallas fér
den naturliga logaritmfunktionen. Nedan visas grafen till In.

Figur 7.y = Inx.
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Om « &r ett givet positivt tal kan vi betrakta en allman exponentialfunktion x = a*. Aven hér finns
det fér varje y € R precis ett tal x sddant att y = a*, och detta tal betecknas log,, y, sa vi har

x = log, y. Vi har dirmed definierat en funktion log,: R* — R fér varje « € R*, ndmligen loga-
ritmfunktionen med o som bas. Notera att Iny = log, y. Ett annat specialfall 4r log;, som ibland
skrives log, kort och gott. Tyvarr anvdnder en del forfattare och datorprogram beteckningen ”log” for
det vi skulle kalla ”In”, sa viss forsiktighet rekommenderas.

1.3.4.5 Trigonometriska funktioner

De trigonometriska funktionerna bor vara bekanta fran tidigare studier. Vi kommer anda att dgna ett
helt kapitel at amnet, och har ndjer vi oss med att repetera graferna till de tre “vanligaste” trigono-
metriska funktionerna, sinus (sin), cosinus (cos) och tangens (tan). Anledningen &r att vi da kan an-

vanda ocksa dessa som exempel i nedanstaende avsnitt om funktioners egenskaper.

y =sinx Yy = cosx y =tanx

1.3.4.6 Uttryck i elementdra funktioner

Ett uttryck i elementdra funktioner ar en formel (som ger upphov till en funktion) vilken ar uppbyggd
av aritmetiska operationer (addition, subtraktion, multiplikation, division, upphojt till) av samman-
sattningar av elementara funktioner, sdsom

sin x?2 1

X
€ |x]

med den fascinerande grafen

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2
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Vissa sadana uttryck (funktioner) forekommer sa ofta att de far egna namn, t.ex. sinus hyperbolicus
och cosinus hyperbolicus, som ar funktionerna

Grafen till cosinus hyperbolicus stéter du kanske pa varje dag — det ar den form som en ideal tvattlina
(utan tvatt) har nar den bara paverkas av gravitationskraften. De hyperboliska funktionerna kommer
ocksa att studeras ingaende i ett eget kapitel.

1.3.5 Egenskaper hos funktioner

| det har avsnittet introducerar vi begrepp med vilka vi kan beskriva och klassificera funktioner. Vi
borjar forst med “allmanna” funktionsbegrepp, som kan appliceras pa alla sorters funktioner. Sedan
tittar vi speciellt pa funktioner som tar in och ger ifran sig just reella tal, vilket ar vad man framst
studerar inom envariabelanalysen.

1.3.5.1 Allmdnna egenskaper hos funktioner

1.3.5.1.1 Injektivitet

Definition. L3t f: X — Y. Omm utsagan

X#y = fe) # fy)

ar sann for varje x, y € X sa sages f vara injektiv.

En ekvivalent utsaga (den kontrapositiva utsagan) ar

fO=f0) =  x=y

En injektiv funktion ar med andra ord en funktion sadan att det inte finns tva olika element i X som
avbildas pa samma elementiY.

Exempel

Funktionen f: R = R, x ~ x? ar inte injektiv, t.ex. eftersom f(—5) = (—5)% = 25 och f(5) = 5% =
25, d.v.s. bade —5 och +5 € R avbildas pa 25 € R. Daremot ar funktionen g:R - R, x =» x + 1
injektivty om x # y sa ar det sjélvklartsa attx + 1 # y + 1, d.v.s. g(x) # g(v).

Om f &rinjektivoch om y € V dr nagot som funktionen “spottat ur sig”, kan man allts3, givet full-
standig kunskap om f, med sdkerhet sdga exakt vad som stoppades in i f. Detta foljer direkt av defi-
nitionen for injektivitet: om y € Vy séd dry = f(x) for nadgot x € X. Men eftersom f &r injektiv sa kan

det inte finnas tva (eller flera) olika sddana x, som bada avbildas pa y.

Om f: X — Y drinjektiv, sa finns det med andra ord for varje y € Vy ett unikt x € Dy sddant att
y = f(x). Detta element betecknas ofta x = f~1(y). Regeln som till varje y € V¢ ordnar Tty ex
kallas for f:s invers, betecknas (som antytt) f~1 och &r tydligen en funktion Vi > Dy.
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Exempel

Betrakta f och g fran foregaende exempel. Funktionen f &r inte injektiv. Om vi t.ex. vet att f(x) =9
sa kan vi inte med sakerhet saga exakt vilket element x &ar — det finns ju flera element som avbildas
pa 9, namligen —3 och +3. Funktionen g &r ddremot injektiv med invers g7:: R > R,x = x — 1. Om
vi vet att g(x) = 27 kan vi sdlunda med sikerhet siga att x = g~1(27) = 26.

Om f: X = Y dr en injektiv funktion géller uppenbarligen att f‘l(f(x)) = x for varje x € Dy och
f(f_l(x)) = x férvarje x € V; = Dp-1. Alternativt uttryckt har vi (férklara!)

y=fx) = x=f710).

Exempel

Funktionen f: R — R definierad av f(x) = 3x + 7 &r injektiv och har inversen f~1(x) = ’%7 Vi ser

enkeltatt f(f 72 (x)) = f71(f(x)) = x.

Kvadratrotsfunktionen v: [0, o[ &r inversen till kvadreringsfunktionen [0, o[ = [0, oo[, x ~ x2. (OB-
SERVERA den begrinsade definitionsmangden — den vanliga kvadreringsfunktionen R — [0, o[, x
x? ar ju inte injektiv!)

Den naturliga logaritmen In: [0, co[ — R &r inversen till exponentialfunktionen exp: R — [0, ool.

| specialfallet f: Dy - R, dér Dr C R, &r f injektiv om och endast om varje rét linje y = ¢ skar grafen
till f i hogst en punkt; detta foljer direkt av definitionen av injektivitet.

1.3.5.1.2 Surjektivitet
Om f:X - Y sa gdller att Dy = X och Vy c Y. Till exempel @r kvadreringsfunktionen f: R - R, x -

x? sadan att D¢ = R [du kan stoppa in varje reellt tal i den] medan Vy = [0, o[ c R &r en dkta del-
mangd av R. Exempelvis finns det inget tal x € R sddant att f(x) = x2 = —1 € R.

Om Vy =Y sdges f vara surjektiv. Det betyder att det till varje y € Y finns minst ett x € X sadant att
y = f(x); man kan allts3 erhélla varje element i Y. Funktionen f: R - R:x +~ x?2 &r allts3 inte sur-
jektiv, men bade g:R —» R, x = x + 1 och h: R = [0, o[, x = x2 &r surjektiva.

Exempelparet f och h kan fa begreppet surjektivitet att forefalla fanigt. Fér en godtycklig funktion
f:X — Y arju funktionen f: X — Vs definierad av samma regel som f en surjektiv funktion sédan att
f(x) = f(x) for varje x € X — det ror sig ”i all vasentlighet” om samma funktion. S3, ”i all visentlig-
het” forefaller alla funktioner vara surjektiva.

Begreppet dr emellertid ofta anvandbart. Ofta dr det ndmligen naturligt att betrakta en funktion som
en regel fran X till Y dven om Vy # Y &r en tankbar méjlighet eller ett uppenbart faktum. Ofta ar X
och Y namligen valdigt naturliga universum, och det kan ocksa vara svart att bestamma V; samtidigt
som den precisa vardemangden kanske inte ens ar relevant. Som ett belysande exempel kan vi be-
trakta de tva polynomfunktionerna f: R = R och g: R — R definierade av

fx)=x343x2=2x+5  g(x)=x*—6x3+10x%—6x + 2.

69/163



http://www.rejbrand.se/

ANDREAS REJBRAND 2013-10-18 Matematik
http://www.rejbrand.se

Dessa funktioner dr definierade for alla reella tal x, och det &r fullkomligt uppenbart att V¢ och I,
bada ar delmangder av R. Vi sdger att badde f och g ar funktioner “som tar in reella tal och ger ifran
sig reella tal”. Daremot kravs raknearbete for att inse att®

Vi=R, V,=[-70l

Det ar saledes i det har fallet naturligt att séga att f, g: R —» R samtidigt som det kan vara av stor vikt
att f ar surjektiv medan g inte ar det.

1.3.5.1.3 Bijektivitet

En funktion f: X — Y som bade &r injektiv och surjektiv sdges vara bijektiv. | sddant fall avbildas varje
x € X pandgoty €Y, och foér varje y € Y finns det minst ett (surjektivitet) och hogst ett (injektivi-
tet), d.v.s. exakt ett, x € X sadant att f(x) = y.

Det rader salunda ett 1-1-férhallande mellan elementen i X och Y; de hor ihop parvis. Om endera X
eller Y ar en andlig mangd, maste de alltsa bada vara dndliga, och |X| = |Y|, d.v.s. de bestar av precis
lika manga element.

Angaende terminologin sa kallas ibland en injektiv, surjektiv eller bijektiv funktion fér en injektion,
surjektion respektive bijektion.

Notera att om f: X — Y dr en bijektion frdn X till Y s& &r f1:Y — X en bijektion fran Y till X.

Exempel
LatX = [0,10] nZ,Y = [0,100] N Z och Z = [50,60] N Z.

Det finns da ingen surjektion X — Y (varfor?). Daremot érsaval f: X - Y, x » xsomg: X - Y, x
10x injektiva.

Det finns ingen injektion Y — X (varfor?). Daremot ar funktionen h:Y — X,y — |y/10] en surjekt-
ion.

Funktionen b;: X — Z,x = x + 50 ar en bijektion, liksom b,: X — Z,x = 60 — x. Och mycket riktigt
harvi |[X| = |Z| = 11.

1.3.5.2 Egenskaper hos reella funktioner

Envariabelanalys handlar om funktioner f: Dy —» R ddr Dy c R, d.v.s. funktioner som “tar in och ger
ifran sig” reella tal. A andra sidan handlar flervariabelanalys om funktioner F: D —» R™ dir Dy
R™, d.v.s. funktioner som tar in punkter i R™ och ger ifran sig punkter i R™.

| det har avsnittet studerar vi envariabelanalysens funktioner som tar in och ger ifran sig reella tal. Vi
betraktar darfér genomgdende en funktion f: D — R med Dy c R.

& Att V; = R &r dock trivialt eftersom polynomet &r av udda grad.
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1.3.5.2.1 Begransade funktioner

Definition. Om det finns ett tal M € R sddant att f(x) < M for allax € Dy sdger vi att f &r uppdt
begrdnsad; om det finns ett tal M € R sddant att f(x) = M for alla x € Dy sdger vi att f &r neddt

begrdnsad. En funktion som ar bade uppat och nedat begransad kallas begrdnsad.

Notera att foljande pastaenden ar ekvivalenta:

= f arbegrdnsad

* detfinnsett M > 0 sddantatt |f(x)| < M forallax € Df

» Vf dren begransad mangd

» grafentill f &r en delmingd av ndgot band R x [—M, M] c R? av dndlig héljd 2M.

Icke-konstanta polynom &r aldrig begransade, t.ex. kan ju x? bli hur stort som helst. Daremot &r de
trigonometriska funktionerna sin och cos begriansade (men inte tan): |sinx| < 1 foralla x € R, d.v.s.
Vin © [—1,1] (i sjalva verket ar Vg;, = [—1,1]), och liknande for cos.

1.3.5.2.2 Jamna och udda funktioner

Om identiteten f(—x) = f(x) galler dar definierat sages f vara jdmn. Funktionerna x = x™ (n jamnt
heltal) och cos dr exempel pa jamna funktioner. Om identiteten f(—x) = —f(x) géller dar definierat
sdges f vara udda. Funktionerna x ~ x™ (n udda heltal) och sin dr exempel pa udda funktioner.

Nedan visas graferna till ndgra jamna respektive udda funktioner. Se till att du forstar de tva sorters
symmetri kring y-axeln som jamna respektive udda funktioner uppvisar i sina grafer.

Jamna funktioner Udda funktioner
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Det &r latt att inse att t.ex. produkten av en jamn och udda funktion dr udda. Lat oss bevisa det. An-
tag att j ar jamn och u &r udda och betrakta produkten® p = ju. D3 ar

p(=x) = j(=)u(=x) = j(x) - (~u(®) = —j(Iulx) = —p(x)

sa att p ar udda. Pa liknande satt inser vi att “jamn - jamn = jamn” och “udda - udda = jamn”, samt
att motsvarande regler galler om “produkt” ersatts med "kvot”. Till exempel ar tan udda, eftersom
den ar kvoten mellan en udda funktion (sin) och en jamn funktion (cos).

1.3.5.2.3  (Strangt) vixande/avtagande/monoton

Definition. Lt f vara en funktion D > R med Dy ¢ R. Om

Xz > X = f(x2) = f(xy)
for varje x4, x, € Dy sdges f vara vdxande. Om till och med

X2 > X = f(x2) > f(xy)
for varje x4, x, € Dy sages f vara strdngt vixande.
Om

X2 > X = f(x2) < f(xy)
for varje x4, x, € Dy sages f vara avtagande. Om till och med

X2 > X = f(x2) < f(xy)
for varje x4, x, € Dy sages f vara stréngt avtagande.

Om f &r vaxande eller avtagande, sdges f vara monoton; om f ar strangt vaxande eller strangt avta-
gande, sages f vara strangt monoton.

Tolkningarna av dessa begrepp torde vara uppenbara. En vixande funktion, t.ex., ar en funktion sa-
dan att funktionsvardet f(x) antingen ar oférandrat eller blir storre nar x 6kar. Om det alltid blir
storre nar x Okar, ar funktionen till och med stréngt vaxande.

Lagg marke till att en konstant funktion f(x) = c for varje x € Dy (c € R fix konstant) bade &r vax-
ande och avtagande (och monoton), men naturligtvis inte strdngt monoton (om Dy bestdr av tva eller
fler tal).

Sats. Om f ar strangt vaxande sd ar f injektiv.

Bevis. Valj tva element x,y € Dr. Om x # y sd dr antingen x < y eller x > y. | férsta fallet &r
f(x) < f(¥), ochiandra fallet ar f(x) > f(y), pa grund av att f ar strangt vaxande. | bada fallen ar
alltsa f(x) # f(y),dvs.x #y = f(x) # f(y) sa f arinjektiv. |

Ett analogt resonemang fungerar om f i stéllet ar strangt avtagande, sa i sjdlva verket har vi

° Produkten p: D; N D, - R definieras av p(x) = j(x)u(x) for varje x € D; N D,,.
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Sats. Om f &r strdngt monoton sa ar f injektiv.

Diremot géaller inte omvéndingen; ett motexempel ges av funktionen f:[—1, 1] —» R definierad av

x omx € [—1,0]

—x omx € [0,1] (1)

@ =1,

som ar injektiv men varken vaxande eller avtagande.

Det &r I4tt att inse att summan av tva (strangt) vaxande (resp. avtagande) funktioner ocksa ar
(strangt) vaxande (resp. avtagande). Till exempel, om bade f och g &r strangt vixande och summan®®
h = f + g sa galler

Xy > Xq — h(xz) = f(x2) + g(xz) > f(x1) + g(x1) = h(xq).

Daremot behover inte t.ex. produkten av tva strangt vaxande funktioner vara stréangt vaxande; ett
motexempel ges av f(x) = x och g(x) = x, som bada ar strangt vaxande, men dar produkten
h(x) = f(x)f(x) = x? inte 4r det.

(Strangt) vaxande/avtagande/monoton, som vi definierat det ovan, ar alltsa en egenskap hos en
funktion. Man kan ocksa tala om motsvarande egenskaper hos en funktion och en godtycklig del-
mangd av funktionens definitionsmangd. Om t.ex. § © D¢ ar en delmdngd av f:s definitionsmangd

och
Xy > Xq B f(xz) > f(x1)

for varje x4, x, € S sages f vara strdngt vixande pd S. Liknande definitioner gors forstas for vriga
begrepp. Som exempel kan sigas att var funktion (1) ovan &r strangt vaxande pa [—1, 0] och strangt
avtagande pa [0,1]. Kvadreringsfunktionen x + x?2 &r 3 sin sida strangt avtagande pa ]—oo, 0] och
strangt vaxande pa [0, oo]. Se till att du férstdr varfér de stiangda andpunkterna i dessa fyra intervall
faktiskt kan vara stiangda.

Ovning

1. Visaattom f &ruddaoch 0 € Dy sé ar f(0) = 0.

% Summan h: Dy N Dy — R &r (naturligtvis) definierad av h(x) = f(x) + g(x) férallax € Dy N Dy,.
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1.3.6 Bilder och urbilder

Vi avslutar funktionskapitlet med att introducera ett par ganska viktiga begrepp. Mdjligtvis kan dessa
ses lite som ”6verkurs”, men begreppen ar sa pass vanligt forekommande att det anda ar en god idé
att ta dem till hjartat.

1.3.6.1 Bilder
Betrakta en funktion f: X — Y. Den ger da ifran sig ett element f(x) € Y forvarjex e X.OmA c X
ar en mdngd av element i X, sa kan vi forstas a priori INTE skriva ” f (A)”, ty A ar inte ett element i X.

Exempel. Om f: R — R ar definierad av f(x) = x + 2 for varje x € R, sd kan vi rdkna ut f(2) = 4
och f(5) = 7, meninte f({1,2,3}). Anledningen ar att f férvdntar sig ett tal, men {1,2,3} &r inte ett
tal, utan en mangd av tal; det ror sig alltsd om fel sorts objekt. f tar in tal, inte mangder av tal. (A
andra sidan kan medelvardesfunktionen, som tar in en mangd tal och ger ifran sig deras aritmetiska
medelvarde, appliceras pa {1,2,3} (med vardet 2), men inte pa 2 eller 5.)

Daremot ar det en konvention att géra foljande definition:

Definition. Om f: X > Y och A c X sd ar f(A) = {f(a): a € A}, d.v.s. f(A) &r mdngden av element i
Y som erhalles nar man stoppar in alla elementi Ai f. f(A) kallas bilden av A under f.

Exempel. Om f(x) = x + 2sd ar f({1,2,3}) = {3,4,5}, f([0,1]) =[2,3], f(R*) =]2,[ och
f(R) = R.

Exempel. Om f(x) = x% ar f(R) = [0, [ och f({—2,2}) = {4}.

Exempel

L&t F: R? > R? vara definierad av F(x,y) = (x + 2,y), sé att t.ex. F(7,5) = (9,5). F tar alltsd in en
punkt i planet och flyttar den tva lingdenheter &t héger. Om D = {(x,y) € R?: x? +y2 < 1}ar
den fyllda enhetsdisken s ar da F (D) den fyllda disken av radie 1 kring punkten (2,0):

74/163



http://www.rejbrand.se/

ANDREAS REJBRAND 2013-10-18 Matematik
http://www.rejbrand.se

1.3.6.2 Urbilder
Vi gor ocksa foljande definition:

Definition. Om f: X > YochB cYsdarf 1(B) ={x € X: f(x) € B}, d.v.s. f1(B) bestar precis
av de element i X vilka avbildas ini B. f ~1(B) kallas fér urbilden till B under f.

Exempel. Om f(x) = x + 2sdar f1({5) = {3}, F'({1,23}) ={-1,0,1}, Fi(o0,1]) =
[-2,—1[och f~}(R) = R.

Exempel. Om f(x) = x?s&dar f~1({4}) ={-2,2}, f~([49]) =1-3,-2]U[2,3] och
f71([0,00)) = R.

En funktion f: X — Y behdver som bekant inte vara injektiv, d.v.s. den behdver inte ha en invers.
Notera att en funktion ar injektiv om och endast om varje urbild bestdende av ett element i Y bestar
av max ett element i X. Till exempel &r f(x) = x? inte injektiv, ty t.ex. urbilden f~1({4}) = {-2,2}
bestar av tva element. Om funktionen &r injektiv, daremot, sa ar urbilden av ett enskilt element

y € Y precis mangden av invsen f~1(y), d.v.s. f71({y}) = {f "1 (y)}; till exempel, om f(x) = x + 2
sdar f1({5}) = {3} = {f~1(5)} dar férsta ”f ~1” ar urbildsfunktionen medan andra ar inversen.

Ar det inte farligt att anvdinda samma symbol fér invers och urbildsfunktion? Nej, fér det finns en
viktig syntaktisk skillnad: inversen (om den existerar) tar in element i Y, medan urbildsfunktionen
(som alltid existerar) tar in delméngder av Y, sa de kan inte blandas ihop. Och, som vi nyss sag, urbil-
den av en singelton (=méangd bestaende av bara ett element) i Y ar "vasentligen” samma sak som
inversen av elementet, ifall den senare existerar.

Sa urbildsfunktionen generaliserar inversen, dels for att varje funktion har en urbildsfunktion (aven
funktioner som inte ar injektiva), dels fér att man kan berdkna urbilden av en hel mdngd elementi Y
(inte bara ett ensamt element).
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1.4 Ekvationslosning

1.4.1 Formell inledning
| det héar avsnittet ger vi en ganska strikt, men dnda belysande, beskrivning av begreppen ”ekvation”
och "ekvationsldsning”.

Likhetstecknet “=" anvands mellan tva matematiska objekt (sdsom tal, vektorer, matriser, mangder
eller funktioner), och den erhallna formeln utgor en utsaga, som (liksom alla utsagor) antingen ar
sann eller falsk. Utsagan dr sann om och endast om de tva objekten &r identiska; detta kan sdgas vara
likhetstecknets definition. Till exempel dr 1 + 1 = 2 en sann utsaga, eftersom talen 1 4+ 1 och 2 ar
exakt lika; de bada uttrycken representerar exakt samma element i R. Utsagan 1 4+ 1 = 3 ar daremot
falsk, eftersom elementen 2 och 3 € R inte ar identiska.

Den utsaga som erhalles kallas for en ekvation. Ibland kan den innehalla en symbol som star fér en
ett tills vidare okant objekt (en obekant variabel), som i exemplet

5x=3x+7 (1)

som ar en ekvation innehallande reella tal. Sanningsvardet for denna utsaga beror pa vilket reellt tal

o ra . . 7
symbolen x star for. Om t.ex. x = 2 lyder ekvationen 10 = 13 som &r en falsk utsaga, men om x = 3

. 35 35 . - 35 ., - .
lyder ekvationen — = somaren sann utsaga. Visager att x = — éren I6sning eller en rot till ek-

. . . . . 35 35 .. .
vationen (sjélva l6sningen eller roten ar egentligen inte utsagan "x = 7" utan talet Y sjalvt). Mang-

den av alla |6sningar, d.v.s. den mangd som innehaller alla element som goér ekvationen till en sann
utsaga, men inga andra element, kallas for ekvationens I6sningsmdngd.

Att I6sa en ekvation &r samma sak som att bestimma dess l6sningsmangd.

En ekvation i den obekanta variabeln x ar alltid ekvivalent med utsagan att x tillhor ekvationens 16s-
ningsmangd. Det foljer att tva ekvationer ar ekvivalenta om och endast om de har samma l6snings-
mangd.

Lésningsmangden till ekvationen (1) innehaller alltsa talet 7/2. Finns det fler |6sningar? Hur kommer
man fram till den hér I6sningen, utan att préva ett element i taget (vilket tar valdigt lang tid med
tanke pa att R innehaller odndligt manga element som alla i sddana fall maste prévas)? Jo, vi mani-
pulerar ekvationen ett steg i taget och far pa sa satt en foljd av ekvationer, som forhoppningsvis slu-
tar i en sa pass enkel ekvation att vi pa den direkt ser vilken 16sningsmangden just den ekvationen
har. Om varje manipulation ger upphov till en ekvivalent ekvation, sa har ursprungsekvationen
samma l6sningsmangd som den sista ekvationen, och vi ar klara. Sa har vi t.ex.

7
5x =3x+7 = 2x =17 — x=§.
(I forsta steget adderar vi —3x till bada leden och i andra multiplicerar vi bada leden med 1/2; for att

ga at andra hallet multiplicerar vi med 2 och adderar med 3x. Hur man i praktiken manipulerar enkla
ekvationer bor vara mycket valbekant fran tidigare studier pa gymnasium eller i grundskolan.)
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Den sista ekvationen ar uppenbarligen sann om och endast om x &r talet 7/2 sa dess l6sningsmangd
ar {7/2}. Eftersom den sista ekvationen ar ekvivalent med den forsta ar {7/2} ocksa I6sningsmang-
den for den ursprungliga ekvationen.

1.4.1.1 Tolkning av en redovisad ekvationslosning
Betrakta foljande redovisning av en ekvationslésning:

7
5x=3x+7 — 2x =17 — x=E.

Forsta ekvationen &r var ursprungliga ekvation och sista ekvationen &r den vi anvander for att utlasa
|6sningsmangden. Dessa ar ekvivalenta, d.v.s.

5x=3x4+7 — x=§.

Liksom alla ekvivalenser bestar denna utsaga av tva utsagor, som bada galler. Forst har vi

S5x=3x+7 — x=§

som sager att om 5x = 3x + 7 sd maste x = 7/2, d.v.s. om ekvationen har en |6sning, sd maste
|6sningen vara 7/2. Det kan alltsa inte finnas ndgra andra 16sningar. Daremot sager inte den har
implikationen nagot om huruvida 7 /2 faktiskt ér en 16sning, eller ens om ekvationen éver huvud
taget har nagra I6sningar. Men vi har ocksa

5x=3x+7 —

=
I
I

som sdgerattom x = 7/2,sG ar5x = 3x + 7, d.v.s. 7/2 dr en l6sning till ekvationen. Lat oss sam-
manfatta vara observationer:

Observation 1. Lat EQ(x) vara en ekvation i den obekanta variabeln x och |at S vara I6sningsmang-
den. Om A ar en mangd sa innebar pastaendet

EQ(x) - xX€EA

att elementen i A ar de enda mojliga kandidaterna till rotter, d.v.s. S < A. Det kan inte finnas nagra
rotter till ekvationen som inte finns i A. Den omvanda implikationen

EQ(x) — xX€EA

betyder a andra sidan att varje element i A faktiskt |6ser ekvationen, d.v.s. A € S. Om bada implikat-
ionerna ar sanna, d.v.s. om

EQ(x) — xX€EA

sadrA =S, d.v.s. A ar ekvationens I6sningsmangd: varje 16sning till ekvationen finns i 4, och mang-
den A innehaller inga andra element an just I6sningarna.
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1.4.2 Andragradsekvationer
LAt oss vdrma upp genom att |6sa den mycket okomplicerade andragradsekvationen x? = 9. Syftet
ar enbart att diskutera notationen. Det ar klart att

x2=9 — x=-3 eller x=3.
Ofta brukar hogra ledet forkortas genom att man skriver x = +3:
x?2=9 — x =13,
Tolkningen ar fortfarande densamma. Man kan ocksa skriva
x2=09 — x € {—3,3}.

Férdelen med det héar skrivsattet dr att I6sningsmangden {—3, 3} till ekvationen bokstavligt talat
framgar i slutet av [6sningsgangen, vilket onekligen medfor ett visst matt av elegans till redovisning-
en.

En allmén andragradsekvation ax? + bx + ¢ = 0 kan alltid I6sas medelst kvadratkomplettering.

Exempel

Los ekvationen 6x2 + x — 2 = 0.

Lésning:
x 1
6x24+x—-2=0 = x2+g—§=0 —
(r+2) - () -3
— —) — (=) —-== —
SRET 12) "3
( N 1)2 49
(— —_— = — —
*T12) T14a
+1 +7
— —=4+— —
TR T2
1 7
— x=——x— —
12 7 12
2 T 1
[——] = — = = —.
X 3 eller x 2
Svar: 6x2+x—-2=0& x=—§e|lerx=%.

Foljande svar ar ocksa tankbart, och kanske daven mer lattlast:

; 2 o _ _21
Svar: 6x° + x 2—0(:>x€{ 3,2}.

Exempel
Los ekvationen x%2 + 3x — 1 = 0.

Lésning:
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, 3\2 /3
x“+3x—1=0 — (x+§> _(E) —1=0 —
( +3)2_1 L3_ Vi3
XT32) T YT R
3 /13
— x=—=t—
2 2
Svar: x*+3x-1¢& x=—;i?.
Exempel
Los ekvationen x2 +x — 2 = 0.
Lésning:
) 1 1
x*+x—-2=0 — (x+§) —Z—2=0 —
<+1)2 9 +1 +3
— = == = == f— ==
*T2) T4 “TE Mg
1 3
— xz—ziz — x €{-2,1}.

Svar: x?+x—-2=0ox € {-2,1}.

Det finns ett battre sitt att 16sa foregdende uppgift. Man kan namligen direkt se att x2 + x — 2 =
(x — 1)(x + 2). Hur gér man det? Jo, man ser onekligen direkt att x = 1 ar ett nollstélle till polyno-
met. Enligt den s.k. faktorsatsen, som vi kommer att introducera noggrannare senare, giller da att
x — 1 maste vara en faktor i polynomet, d.v.s. x2 + x — 2 = (x — 1)(x + ¢) for ndgot ¢ € R. Man
inser direkt att =2 = —1 - ¢ sa ¢ = 2. Féljande redovisning ar alltsa mycket bdttre:

Exempel
L6s ekvationen x2 + x — 2 = 0.
Lésning:
x>’ +x—-2=0 — x—1Dx+2)=0 — x € {-2,1}.

Svar: x*+x—-2=0ox€{-2,1}.

Kroppen R har den egenskapen, att det finns polynom med reella tal som koefficienter vilka saknar
reella rotter.

Exempel
Bestam alla reella rotter till 9x2 4+ 6x + 10 = 0.

Lésning:
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2 10

9%2 +6x+10=0 — x2+§x+?=0 —
(+1)2 1+10 o
— =] ——4+—= —
*T3) 7979
12
— (x+§) =-1

som ar omojligt om x € R (d.v.s. utsagan ar falsk for varje x € R). Alltsa saknar ekvationen reella
|6sningar.

Svar:  Ekvationen saknar reella I6sningar.

Vi aterkommer till andragradsekvationer lite senare, efter att vi bekantat oss med de komplexa talen.
Da kommer vi dven att ge exempel pa ekvationsldsning av andragradsekvationer med icke-reella
rotter.

1.4.3 Rotekvationer
Om a = b s& ar det sjalvklart sa att a® = b?:

a=bh = a® = b2.

Daremot giller inte omviandningen: Bara for att a? = b? maste inte a = b, utan a = —b ar ocksa
tankbart. Till exempel, om x = 3 s3 ar det klart att x2 = 9, men bara for att x> = 9 maste inte x = 3
—vi kan ocksa ha x = —3.

Om vi kvadrerar bada leden i en ekvation har vi darfor bara implikation at hoger, inte at vanster. En-
ligt Observation 1 far vi da en ny ekvation vars |6sningsméangd kan vara stérre an den ursprungliga
ekvationens; vi kan med andra ord inte vara sdkra pa att alla I6sningarna till den nya ekvationen verk-
ligen l6ser den ursprungliga. Vi maste darfor préva de erhallna rétterna i ursprungsekvationen (eller
nagon ekvation som ar ekvivalent med denna), vilket i praktiken brukar lata sig goras, eftersom de
oftast ar fa till antalet.

Ett vanligt exempel dar vi forlorar ekvivalensen genom kvadrering ar vid |6sning av rotekvationer.

Exempel

Los ekvationen vx + 3 = x + 1.

Lésning:
Vx+3=x+1 — x+3=(x+1)? —
— x+3=x*>+2x+1 —
— x>’ +x—-2=0 —
— x—1Dx+2)=0 —
— x € {-2,1}.

Provning i ursprungsekvationen ger

x=—2 s 1=-1
x =1 — 2=2
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sa att endast x = 1 &r en rot.

Svar: Vx+3=x+1ox=1.

Ett alternativt forfarande ar att se till att ekvivalens rader i varje steg. Man maste da gbra nagot at
den informationsforlust som intraffar vid kvadreringen, genom att lagga till nagot villkor pa hogra
sidan. Vi har

a=> —_— a? = b2 (2)

Om vi vet att a® = b? 53 ar det klart att Va2 = Vb2, d.v.s. |a| = |b|, d.v.s. a = +b. For att kunna dra
slutsatsen a = b racker det tydligen med att kanna till att a och b har samma tecken. Lat oss préva
det:

Exempel

Los ekvationen vx + 3 = x + 1.

Lésning:
_ 2
Vx+3=x+1 — {x+3—(x+1) —
x+1=0

{x+3—x +2x+1

x=—1
2
{x +x—-2=0

x=>-—1
{(x—l)(x+2)—0

x=—-1
{x {21} =1

Svar: Vx+3=x+1ox=1.

Den har metoden ar valdigt elegant, men kanske lite svarare att forsta och fa ratt. Notera i synnerhet
att kravet vi lagger till &r x + 1 > 0, INTE x + 3 > 0. | ekvationen vx + 3 = x + 1 framgar bada ut-
sagorna:x +3 =0ty Dy =[0,00[ochx + 1> 0ty V,=[0,00[.1x + 3 = (x + 1)? framgar fortfa-
rande att x + 3 > 0 ty (x + 1)? > 0; diremot framgérinte att x + 1 > 0.

Hur vet vi da att denna tillagda information ar tillracklig for att astadkomma implikationen at vans-
ter? Jo,om x + 3 = (x + 1)? s& &r det, som sagt, klart att x + 3 > 0, sa vi har en likhet mellan tva
icke-negativa tal. Alltsa maste deras kvadratrotter vara lika:

Vx+3=+(x+1)?=|x+1]

Om vi nu lagger till pusselbiten x + 1 = 0 far vi darfor

Vx+3=y(x+12=|x+1]=x+1,

precis som onskat.
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En alternativ forklaring, som ocksa synliggor kopplingen till den allmédnna observationen vid (2) ovan,
ar som foljer:

Vitd=x+1 =  (Vx+3) =(+D>

Vi far ekvivalens om vi ocks3, till héger, lagger till upplysningen att vx 4+ 3 och x + 1 har samma
tecken. Eftersom V; = [0, oo[ &r denna pusselbit precis utsagan x + 1 > 0. Tycker man att den har &r
invecklat gar det naturligtvis bra att skippa ekvivalensen och sedan préva rétterna i ursprungsekvat-
ionen.

Exempel

Los ekvationenvVx + 1 =+/x + 3 — 1.

Lésning:
2
Vx+1=vx+3-1 — x+1=(Wx+3-1) —
— x+1=(x+3)—2vx+3+1 —
3 9
— \/x+3:5 eSS x+3:Z —
3
— =——
=Ty
Med x = — 3/4 lyder ursprungsekvationens respektive led
3 1 1
VL =+ 1= (|—=|+1= [-==
X+ /( 4)+ j;z
3 9 3 1
HL =+ -1= [[—-=)+3-1= [-—-1==-1==
X+ I( 4)+ j; 2 2
sa x = — 3/4 ar en rot till ursprungsekvationen.

Svar: Vx+1=+vVx+3-1ox=-3/4

Exempel

Los ekvationenvVx + 1 =+x + 3 + 1.

Lésning: Vi har

Vi+1l=vx+3+1 — x+1=(\/x+3+1)2 —
— x+1=x+3)+2vx+3+1 —
3
— Vx 3=—§

som inte ar sant for nagot x € R (eftersom V; = [0, oo[).

Svar: Ekvationen saknar I6sningar.
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1.4.4 Ekvationer med beloppstecken

Om en ekvation innehaller beloppstecken brukar man dela upp R i disjunkta intervall, inom vilka man
kadnner till tecknet hos varje beloppsfunktions argument. | varje sadant intervall kan man darfér en-
kelt bli av med beloppstecknen, och diarmed finna de rotter som finns i intervallet. Vi illustrerar forfa-
randet med ett exempel.

Exempel
L6s ekvationen |x + 1| + |x — 2| = 2|x + 3|.
Lésning: Vi har

x+1 omx=-1

|x+1|={—x—1 omx < —1,

|x—2|={x_2 omx =2
—x+2 omx<2

samt

|x+3|={x+3 omx = —3
—x—3 omx< —3.
Darfoér, om x < —3 lyder ekvationen

—x—14+(—x+2)=2(—x-3) = —x—1—-x+2=-2x—6 —
= 1=-6

vilket dr absurt. Det finns alltsa inget x < —3 som |6ser ekvationen. | [—3, —1[ lyder ekvationen

—x—14+(—x+2)=2(x+3) = —x—1-x+2=2x+6 —
5
= 4x = =5 = 8 ==

som &r en l6sning (notera att —Z € [-3,—1[). Om x € [—1, 2[ lyder ekvationen

x+1+(—x+2)=2(x+3) — x+1—x+2=2x+6 —
3
— 2x = —3 — x=—§(= —1.5)
vilket ar absurt eftersom x € [—1, 2[. Slutligen, om x > 2 sa lyder ekvationen

x+1+x—2=2(x+3) — x+1+x—2=2x+6 —
— —1=6

vilket ocksa ar absurt, sa inga x = 2 |6ser ekvationen.

Svar: |x+1|+|x—2|=2|x+3|ex=-5/4.

Lagg marke till hur de falldefinierade beloppsuttrycken dndrar karaktar vid x = —3, —1 och 2, men
samtliga ges av samma uttryck mellan dessa punkter. Vi loser alltsa ekvationen i intervallen

]—o0, =3[, [-3,—1[, [-1, 2] samt [2, o[ var for sig. Vi fr d& samtliga |&sningar, ty varje x € R finns i
nagot av dessa fyra intervall.
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1.4.5 Olikheter

Olikhetssymbolerna <, <, > och = kan anvdanda mellan reella tal pa ungefar samma satt som likhets-
tecknet = och dess negation . Losning av olikheter fungerar pa liknande satt, och vi kan tala om en
olikhets 16sningsmangd. Till exempel har vi

2x+4>x+10 — xX>6

s& att olikhetens |6sningsmangd &ar |6, oo — alla tal i denna mingd, men inga andra, gor s& att olik-
heten blir en sann utsaga. Som ytterligare exempel inser vi att de tva olikheterna (x + 6)? > 0 och
x? < =5 har R respektive @ som sina lésningsmangder. Den kanske storsta skillnaden mellan meka-
nisk manipulation av likheter och av olikheter ar att multiplikation med negativt tal vander pa olik-
hetstecknet. Till exempel ar

x> 2 — —x< -2

(multiplikation av bada leden med —1). Det &r darfor i allménhet mycket olampligt att multiplicera
olikheter med okadnda tal, eftersom man da inte vet om tecknet skall vandas eller inte.

Exempel

Los olikheten x2 — 5x > 2+ _ 12.
x+2

Lésning:
24 24
x2—5x=>———12 = x?—5x———=+12>0 =
X+ 2 X+ 2
(x2=5x)(x+2) 24 12(x+2)
— = >0 —
x+2 x+2 x+2
(x2=5x)(x+2)—24+12(x + 2)
— >0 —
X+ 2
x3 —3x?% + 2x
— —— >0 —
x+2
x(x—1)(x—2)
— > —
x+2
— X € ]—00,—2[U[0,1] U [2, 0

dar sista steget framgar av teckentabellen

-2 0 1 2
X — - 0 + + +
x—1 — — - 0 + +
x—2 = = = - 0 +
X +2 - 0 4+ + + +
X _xli(;c 2y 2 - 0 + 0 - o0 +

Svar: xZ—SxZ%—lz &= x€]-00,-2[U[0,1]U[2, 0.
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Ar man allergisk mot mangdldrans symboler kan man férstds ocksa svara

Svar: x2—5x2%—12 —— x<-2 eller 0<x<1 eller x>2.

Hade det rort sig om vanlig ekvationslésning, hade det varit frestande att multiplicerade bada leden
med det nollskilda talet x + 2 som forsta steg i [6sningen. Nu vet vi emellertid inte vilket tecken

x + 2 har, sa den metoden ar inte gangbar med tanke pa att vi arbetar med en olikhet. | stallet flyttar
vi over alla termer till samma sida, skriver dem pa gemensamt brakstreck och faktoriserar taljare och
namnare. Det blir da en enkel uppgift att bestdmma tecknet hos kvoten — i praktiken behoéver vi bara
”rakna minustecken” bland faktorerna: udda antal blir minus, jamnt antal blir plus.™

Om (i en liknande uppgift) en av faktorerna i det resulterande braket alltid ar positiv, t.ex. xZ + 2,
kan man forstas helt avsta fran att ta med den i teckentabellen. [Daremot kan inte icke-negativa
termer, sdsom x?2, tas bort, eftersom de kan bli noll, om de inte &r positiva.]

Far man en faktor —1 i braket, kan man antingen (1) ta bort den och vénda olikhetstecknet (man
”gangrar” olikheten med ett negativt tal), (2) ta med den i teckentabellen (—1 har alltid tecknet —)
eller (3) &ndra sin regel sa att udda antal minustecken i en kolumn blir till ett plustecken i summara-
den och tvartom. Alla dessa tre varianter ar fullt godtagbara, men man kan misstanka att den sist-
namnda medfor storst risk for slarvfel.

' Om inte nagon faktor &r noll, i vilket fall antingen hela braket har virdet noll eller ir odefinierat, beroende pa
om faktorn finns i téljaren eller i ndmnaren.
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1.5 Funktioner, igen

Det har avsnittet ar en fortsattning pa avsnittet om funktioner (s. 57). Nu nér vi bekantat oss med
ekvationer och olikheter kan vi ndmligen ge lite mer intressanta exempel pa bestamning av naturliga
definitionsmangder och inverser.

Exempel

Bestam definitionsmangden for funktionen

1
f:xH;+\/x2—x3.

Lésning: Det &r tva saker som kan ga fel: dels maste x # 0 for att 1/x skall vara definierat, dels
maste x2 — x3 > 0 eftersom D = [0,00[. P4 grund av att

x> —x3=x2(1-x)=>0 — x<1
betyder detta att

Dy = ]—o0,1] \ {0}.

Exempel

Bestam definitionsmangden for funktionen

l (x—l)
. L d .
g:x rlx+1

Lésning: Eftersom Dy, = R (= ]0,o0[) maste

x—1
x+1

>0

vilket intraffar precis da x € [—1, 1]. Sdlunda &r

D, = [-1,1]°

Exempel

Bestam definitionsmangden for funktionen

1—x
h:xn—>ln< )
14+ x

och, om mojligt, den inversa funktionen.
Lésning: Har maste

1—x
1+ x
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vilket intraffar precis da x € |—1,1[, sa D;, = |—1, 1[. Vi férsoker nu bestamma den inversa funkt-
ionen (om den finns). Lat y € V}, vara godtycklig. Da finns det ett x € D;, sadant att y = h(x). Ef-

tersom
1 1—x y 1—x
= — = —
y n1+x € 1+x
— 1+x)e?y=1-x —
— e¥+xed=1-x ——
— x(e?+1)=1-¢Y ——
1—eY
=) X =
1+eY

finns det bara ett x € D), som avbildas pa y (namligen (1 — e¥)/(1 + eY)); h ar alltsa injektiv, och
har en invers. Vi har dessutom funnit en formel for den.

1-e*
1+eX’

Svar: Dp =]1-1,1[och h™1(x) =

Exempel

Bestam definitionsmangden for funktionen

FOTN (Ckc
. (o d
x = 1+ x2

och, om mojligt, den inversa funktionen.
Lésning: Eftersom

1-x* (1-x)(1+x)
14+x2 1+ x?

— x € ]-1,1[

har vi D5 = ]—1, 1[. Det 4r emellertid uppenbart att & inte ar injektiv, ty & 4r en jamn funktion defi-

nierad kring origo: h(x) = h(—x) fér varje x € Dy Till exempel &r h G) =h (— %)

Svar: Df = ]—1,1[. h saknar invers.

Ett mycket vanligt fel

| bada de tva senaste fallen har vi definitionsmangden D, = |—1, 1[. Férhéllandevis ofta redovisas
sadana fakta pa foéljande satt av studenter:

Dp=—-1<x<1 (absurt!)

vilket forstas ar mycket suspekt. Vansterledet i ekvationen, Dy, ar ju en mdngd, medan hogerledet,
—1 < x < 1 éar ett pdstdende. Det ror sig alltsa om tva olika typer av objekt. Darfor kan de inte vara
lika. | det korrekta skrivsattet, D, = |—1, 1[, ar ju D;, mdngden av alla tal man kan stoppa in i funkt-
ionen, och |—1, 1[ &r médngden av alla reella tal mellan —1 och 1 (exkl. granserna). Dessa tva mang-
der ar identiska, sa det ar mycket naturligt (nastintill oundvikligt!) att satta likhetstecken mellan dem.
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| exemplen Dy = ]—o0,1] \ {0} och D, = [—1,1]¢ fordras viss kunskap om elementar mangdlara for
att kunna skriva pa det mest naturliga sattet. Men aven utan sadan kunskap kan man skriva pa ett
korrekt satt, genom att helt enkelt skriva

Df={x€R: x<1 och x =+ 0}
respektive
Dg={x€R: x<-—1ellerx>1}

Om man ar totalt allergisk mot allt som har med mangdlara att gora, ar det minst daliga sattet att
skriva nagot i stil med

Dp: —1<x<1,
Df: x<1ochx#0,

Dg: x<—1cellerx>1

(i vara tre respektive exempel) dven om det inte ar sarskilt snyggt eller tydligt — det ar i varje fall
battre an direkta tokigheter som ”D, = —1 < x < 1”.

Ett till vanligt fel
Studenter blandar ofta ihop det man stoppar in i en funktion med det man far ut ur den.

Sag att vi skall bestamma definitionsmangden till funktionen f: x = In(x + 2). Vi vet att definitions-
mangden D, = R*, d.v.s. vi kan bara stoppa in positiva tal i In-funktionen. Alltsd maste x + 2 > 0, sa
x > —2.Vihar darfér Dy = |—2, o0[, d.v.s. vi kan bara stoppa in tal stérre &n —2i f.

Nar man rattar skrivningar ser man daremot ofta foljande:
"Eftersom In(x + 2) > 0 maste x > —2.”

vilket 4r mycket konstigt. Forst dr det rent felaktigt att sdga att In(x + 2) > 0, eftersom In(x + 2)
narmar sig minus oandligheten nar x narmar sig —2. | grafen nedan syns klart och tydligt att
In(x + 2) antar negativa varden.

09 -8 -7 6 -5 -4 -3 -2/,1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

1
2
-3
-4
-5
-6
7
-8
-9
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Felet studenten begar ar att han/hon blandar ihop det man stoppar in i funktionen med det man far
ut ur den. | uppgiften fragas efter vad man kan stoppa in for tal i f, och vi vet att man bara kan
stoppa in positiva tal i In, sa x + 2 maste vara positiv. Det studenten menar ar alltsa

”Eftersom vi maste ha x + 2 > 0 sa maste x > —2”".

1.5.1 Restriktioner

Om f: Dy - Y dr en funktion och S © D¢ &r en dkta delmdngd av D, kan man inféra funktionen
f:S — Y definierad av f (x) = f(x) for varje x € S. Funktionen £ &r alltsa identisk med funktionen
f, sa nar som pa att f ar definierad pa en (dkta) delmdngd av Dy. Trots det dr forstas f + f.

Funktionen f sages vara en restriktion till f. Det har handlar egentligen bara om formalia — man igno-

rerar helt enkelt alla element utanfér S nar man betraktar funktionen £.

Som exempel, betrakta kvadreringsfunktionen f: R - R, x = x2, med den vilkidnda parabeln som
graf. Funktionen g: [0, o[ —» R, x — x? &r da restriktionen av kvadreringsfunktionen till de icke-
negativa talen. Nedan visas graferna for f och dess restriktion g.

y=fx) y=g(x)

Man kan notera att g ar strangt viaxande — och ddrmed injektiv. f saknar bada dessa egenskaper. |
sjalva verket kan vi nu formulera den mycket sympatiska insikten

Observation. Kvadratrotsfunktionen x ~ /x &r inversen till restriktionen av kvadreringsfunktionen
x = x? till de icke-negativa talen [0, oo].

2
Vi har ju ocks3, som sig bor, identiteterna Vx2 = vx = x férallax > 0.

De foljande tre exemplen bygger vidare pa samma idé. Rita graferna for f i de tre fallen!

Exempel

Bestam, om majligt, inversen till funktionen f: R — R definierad av
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f(x) =1+ 4x2,

Lésning: Eftersom f ar jamn (och definierad pa hela R) ar den inte injektiv. Till exempel ar
f(=1) = f(1) = 5. f har darfor ingen invers.

Exempel
Bestam, om majligt, inversen till funktionen f: [0, o[ — R definierad av
f(x) =1+ 4x2.

Lésning: Valj ett godtyckligt y € Vr och laty = f(x) fér nagot x € Dy. Da &r

1
y =1+ 4x? — y —1 = 4x2 — xzzz(y—l) —

1
— x=5 y—1

dar (*) beror pa att x > 0 eftersom x € Dy. Alltsa ar f~*(x) = % x—1.

Exempel
Bestam, om majligt, inversen till funktionen f:]—oo, 0] — R definierad av
f(x) =1+ 4x2.

Lésning: Valj ett godtyckligt y € Vy och laty = f(x) fér nagot x € Dy. D4 &r

1
y=1+4x? =  y-1=47 = x*=20-1 —

B x=—7 y—1

dar (*) beror pa att x < 0 eftersom x € Dy. Alltsa ar f1(x) = _%m
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1.6 Trigonometri

1.6.1 Trigonometriska funktioner
| det har avsnittet ger vi en introduktion till de trigonometriska funktionerna.

1.6.1.1 Definitionen av sinus och cosinus

Vi borjar med att definiera vad som menas med ”sinus” och “cosinus”. Sinus och cosinus adr bada
funktioner R — [—1, 1]. Fér att pa ett smidigt satt definiera sin ¢ och cos ¢ infor vi forst en hjalp-
funktion P: R — S som tar in ett reellt tal ¢ € Roch gerifran sigen punkt P = (x,y) € St péen-
hetscirkeln

St={(x,y) eR%: x%+y?=1}

Vilj ett ¢ € R godtyckligt. Om ¢ > 0 ar P(¢) den punkt pa enhetscirkeln som du kommer till om du
borjar vid (1, 0) och gar strackan ¢ moturs langs cirkeln. Om ¢ < 0 gar du i stallet medurs strackan
|| = —¢. Eftersom enhetscirkeln har omkrets 27 féljer det att funktionen P &r periodisk med peri-
oden 2m, d.v.s.

Pl +n-2m) =P(p), vn € Z.

Emedan enhetscirkeln har radie 1 kan vi tolka P () pa ett alternativt satt: Lat £ vara den strale (halv-
linje) som borjar i origo och bildar vinkeln ¢ uppat (om ¢ = 0) eller vinkeln —¢ nedat (om ¢ < 0)
fran positiva @-axeln. D3 ar {P(¢)} = £ N S*. 1 bilden nedan visas P := P (¢).
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Lat nu Ty, 7Ty R? - R vara projektionsfunktionerna i planet, d.v.s. T, (x,y) = x och T, (x,y) =y.
1, ar alltsd den funktion som tar in en punkt i planet och ger ifrdn sig punktens x-koordinat, och
motsvarande for 7,,. Da definierar vi funktionerna cosinus respektive sinus som

cos=m,oP
sin = m,, o P.

cos(¢) ar med andra ord x-koordiaten fér punkten P (¢) medan sin(¢) ar y-koordinaten. Eftersom
P éar periodisk med perioden 2m géller detsamma for sinus och cosinus:

sin(p + n-2m) = sing
cos(p + n-2m) = cos @

for varje n € Z. Vi inser ocksa direkt att

sin0 =sinTt =0 sinz— 1 sin(—z) =—-1
- - Y 2_ ) - .

De tva forsta likheterna &r specialfall av
sinnm = 0, vn € Z.

Analogt har vi
cos0 =1, cosm = —1, cos(iz) =0
2
dar de tva forsta likheterna &r specialfall av

cosnmt = (—1)", vn € Z.

Graferna till sinus och cosinus ar troligtvis redan bekanta, inte bara fran sidan 67, utan ocksa fran
tidigare matematikstudier (pa gymnasieniva):

y:sinx Yy =CosXx

Forutom ovannamnda fullkomligt uppenbara funktionsvdrden maste man memorera féljande stan-
dardvdrden:
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v /6 /4 /3
1 1
sinv — —— ﬁ
2 V2 2
1
cos v \/_§ — 1
2 V2 2

Vardena for /4 ar mycket ltta att inse. Stralen £ fran origo som bildar vinkeln 7 /4 fran positiva x-
axeln ar ju en bisektris till den rata vinkeln mellan de positiva koordinataxlarna; stralen har salunda
ekvationen y = x. Eftersom P = (x,y) € £ N S* har vi
xX=y
{xz +y2=1

, 1
p— x:E p— X = —

dér sista implikationen kommer fran att x > 0. Med bara lite mer arbete kan man resonera sig fram
till de tva andra kolumnerna i tabellen.

Notera att V;,, = V., = [—1, 1]. Detta innebdr speciellt att bade sinus och cosinus &r begransade
funktioner.

Ovning

1. Iden har 6vningen harleder vi de dterstaende fyra standardvardena.
(1) Rita enhetscirkeln.
(2) Markera de tva stralarna fran origo vilka bildar vinkeln % mot den positiva x-axeln.
(3) Dessa tva strélar skdr enhetscirkeln i tva punkter, P uppe (y > 0) och P’ nere (y <
0); forbind dessa med en rét linje.
(4) Du har nu erhallit en triangel. Markera triangelns samtliga vinklar, och notera att tri-

angeln ar liksidig. Markera triangelns samtliga sidlangder.

(5) Dra slutsaten att sin% = %och (darefter) att cos% = g

(6) Dra nu den strale fran origo i 6vre halvplanet y > 0 vilken bildar vinkeln g mot posi-

tiva x-axeln. Lat Q vara skarningspunkten med enhetscirkeln.
(7) Dra ett horisontellt linjestycke mellan Q och y-axeln.
(8) En ny triangel uppkommer. Notera att dess spetsvinkel ar % och att triangeln ar kon-

gruent med (=har exakt samma form och storlek som) den forsta triangeln.

. 3 1
(9) Dra slutsatsen att smg = g och cosg =

1.6.1.2 Identiteter med sinus och cosinus
Eftersom (cos x,sinx) € S* har vi

cos?x +sin?x =1, Vx € R.
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o

Denna identitet™ brukar kallas for “trigonometriska ettan”. Man kan forstas ocksa “harleda” den
genom att applicera Pythagoras sats i enhetscirkeln. ™ Om t.ex. x € ]0,7/2[ har vi ju féljande figur:

CoS @

e
_

Liknande trianglar** kan skapas for alla ¢ (férutom heltalsmultipler av r/2) med samma resultat.
Utover trigonometriska ettan dr féljande identiteter uppenbara:

sin(x £+ ) = —sinx, cos(x £ m) = —cosx.

Det ar heller inte alltfor svart att inse att

- n 7T -
sin (E—x) = Ccosx, cos (E—x) = sinx.

Dessa fyra identiteter dr ocksa specialfall av de mer allmédnna additionsformlerna som vi kommer till
inom kort. Vidare ar cos jamn medan sin ar udda:

cos(—x) = cosx, sin(—x) = —sinx.
Vi har ocksa
cos(m—x) = —cosx, sin(mr — x) = sinx.

De fyra senaste identiteterna ser man direkt fran definitionen i enhetscirkeln. Utéver trigonometriska
ettan ar det fyra identiteter (som inte ar uppenbara) som man maste memorera. Dessa ar additions-
formlerna for sinus och cosinus, samt formlerna fér dubbla vinkeln. Nedan listas alla fem identiteter
man maste memorera:

1. sin®x+cos?x =1 (trigonometriska ettan)
2. sin(u+v) =sinucosv + cosusinv (additionsformeln for sinus)

2 En ”identitet” dr en ekvation som &r en sann utsaga for alla varden pa de variabler som ingar i den.

 Hur inser man att enhetscirkelns ekvation arjust x2 + y2 = 1? Jo, med Pythagoras sats! De b&da sitten att
”héarleda” trigonometriska ettan ar alltsa vasentligen identiska.

" Man far bara se upp med tecknen: sin x ar ju negativt [for vinklar x sddana att P ligger] i undre halvplanet
och cos x ar negativt [for vinklar x sddana att P ligger] i vanstra halvplanet. Om man vill rita trianglar i andra
kvadranter dn den forsta galler alltsa att deras sidlangder &r |sin x| och |cos x|, med beloppstecknen. Men
detta paverkar férst3s inte kvadraterna sin? x och cos? x.
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3. cos(u+v)=cosucosv F sinusinv (additionsformeln for cosinus)
4. sin2x = 2sinxcosx (sinus for dubbla vinkeln)
5. cos2x = cos?x — sin®x (cosinus fér dubbla vinkeln).

Dubbla vinkeln-formlerna foljer forstas direkt fran additionsformlerna’®, men de bér &nda memore-
ras, sa att man kdnner igen hogerleden nar man ser dem. For att visa de fyra formlerna (2) och (3)
racker det med att visa en av dem. De aterstaende tre foljer sedan direkt av denna och de uppenbara
identiteterna vi listade tidigare.

Exempel

. . T\ _ L
Visa att sin (x aF E) = cos x och cos (x 2) = sin x.
Lésning: Vi har

- 7-[ . 71. . 7-[
sin (x AP E) = SInXx cos— + cosxsmz = COSX
=0 =1

och

T T . . T X
CoS (x ——) = COSXCOSE+ SIHXSII’IE = Sin x.

——
=0 =1

| praktiska sammanhang, speciellt integration (som vi kommer till om nagra kapitel) dr det mycket
viktigt att kunna skriva om en kvadrat av en sinus- eller cosinusterm till nagot enklare. Detta later sig
goras med hjalp av cosinus for dubbla vinkeln.

Sag att vi vill skriva om sin? x. Vi noterar d3 att
cos 2x = cos?x — sin?x = (1 — sin®x) —sin?x = 1 — 2sin?x
som ger

Lo 11
SlI'l.')C—2 2COS X.

Denna omskrivning dar mycket viktig! GIom inte bort den!!

Ovning

1. Skriv om cos? x pa liknande sétt.

> Additionsformlerna &r egentligen fyra olika identiteter, en for varje val av tecknen: man kan antingen vilja
dversta eller understa tecknet i symbolerna + och ¥, men man maste géra samma val (6versta eller understa) i
bada leden. I sinus-fallen blir det alltsa samma tecken i bada leden, medan cosinusidentiteterna har olika teck-
enide tva leden.
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1.6.1.3 Tangens och cotangens (och sekant och cosekant)
Funktionen tangens definieras av

sinx
tanx :=

Cos X

och ar darfor en udda funktion med definitionsmangden

T
Dy = {x ER: cosx¢0}={x€]R: x¢§+nn for nagot nEZ}.

Det ar klart att tan% = tan (— Tn) = 1, eftersom sinus och cosinus ar lika har (vi ar pa linjen x = y).
Vidare ar tan (— g) = tanrn = —1, eftersom sinus och cosinus ar lika till beloppet men har olika

tecken har (vi ar pa linjen x = —y). Vidare ar det klart att tan nt = 0 eftersom sinnmt = 0 (n € Z).

Eftersom sin och cos bada har perioden 2m ar det sjalvklart att dven tan har perioden 2. Men ef-
tersom

sin(x + nm) sinxcosnm+ cosxsinnt sinxcosnm  sinx )
= = = = tanx

tan(x + nmw) = = _ _ = =
cos(x + nw) cosxcosnm —sinxsinnm  COSXCOSNT  COSX

for varje n € Z ser vi att tan till och med &r periodisk med perioden m. Grafen till tangens visas ne-
dan. Notera att tan dr obegransad och gar mot oandligheten till beloppet da cos gar mot noll.

y =tanx

Vi kan nu utoka var tabell med standardvarden:

v /6 /4 m/3
1 1
sinv — —— E
2 V2 2
1
Ccosv E R 1
2 V2 2
b ! 1|3
anv —_—
V3
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Man brukar ocksa inféra cotangens genom

som har definitionsmangden

Dot ={x €R: sinx #0}={x€R: x #nm fornagotn € Z}.

Vi har alltsa tanx cotx = 1, tanx = 1/cotx, cotx = 1/tan x. Det foljer att dven cotangens &r peri-
odisk med perioden 7. Slutligen kan man inféra sekanten och cosekanten via
1 1

Secx = , CSCX = — .
COoSsXx sinx

Det ar uppenbart att Dgo. = Diap 0Ch Dige = Dot

Exempel

. . . .. . (57 T 2w 251
Berdkna sinus, cosinus och tangens for vinklarna i ~ T T 3 e

Lésning: Vi ser med hjalp av enhetscirkeln (eller raknelagar) och standardvardena att

5 ( 57r> 1

sinzzsin mT—— =smg=§
57r_ ( 57'[)_ T V3
cos e = cos|m c)= cos6— >
. /4 T 1
SH](—'Z) —-—'SHIZH—'—-iE
T T 1
COS(—'Z) COSZT—-UE
. ( 2n)_ ) ( 27r>_ T V3
sin 3) = sin(m 3) = 51n3— >
( Zn)_ ( Zn)_ T 1
cos 3) = cos|m 3) = cosg— >
25w (4 +n)_ w1
sm6 = sin(4n 5 —51n6—2
257'[_ (4 +n)_ n_\/§
cos G = cos (4 3 —cos6— >
Darfor ar
5n 1 T 21T 251 1
tan? = _ﬁ' tan (_Z) = —1, tan (—?) = \/3_’, tanT = ﬁ

| praktiken tar man inte fram dylika funktionsvarden genom algebraiska manipulationer, utan man
ser direkt i enhetscirkeln vad vardet blir, genom att utnyttja symmetrier och standardvardena. Mel-
lanleden i redovisningarna ovan bor alltsa snarast tolkas som ledtradar till vilken sorts symmetri som
kan anvandas i respektive fall (t.ex. plus ett halvt varv, spegling i y-axeln eller plus nagra hela varv).
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1.6.1.4 Identiteter med tangens
Vi harleder har tangens additionsformel. Om u och v ar reella tal sddana att u + v inte &r ett noll-
stalle till cosinus, sa ar tan(u + v) definierat, och vi har

sin(u £+ v) sinucosv * cosusinv

tan(u + v) = = — —.
cos(utv) cosucosv +Fsinusinv
Om det dessutom ar sa att varken u eller v i sig ar ett nollstélle till cosinus, sa kan vi férkorta braket
med cos u cos v, varvid vi erhaller
tanu + tanv

tanfu+tv)=————.
1+ tanutanv
Identiteten &r alltsa giltig for alla reella u och v sadana att tan(u + v), tan u och tan v &r definierade.
Om vinsterledet &r definierat, sa maste inte hogerledet vara det. Ett motexempel dru = v =m/2 da
vansterledet dr 0 och hogerledet &r odefinierat. Daremot, om hégerledet ar definierat, da ar ocksa
vansterledet definierat (varfor?). Vi har alltsa

tanu + tanv

y e y = tan(u + v),

" 1Ftanutanv

men bara “nastan alltid” omvandningen. Mer precist,

tanu + tan v {y = tan(u + v)

y_1$tanutanv cosucosv # 0.

Vi kan ocksa erhalla tangens for dubbla vinkeln, genom att satta u = v:

tan 2 2tanu
an 2y = ———
1—tan?u
som ger ekvivalensen
2tanu y = tan2u
y = e {
1—tan?u cosu # 0.
Slutligen noterar vi (mest for framtida referens) identiteten
1 sin® x + cos? x 5
o= 5 =tan“x + 1
cos® x cos® x

som vi kommer stota pa i samband med derivering samt identiteterna (dar cosg # 0, d.v.s.

X#=T+n-2m

sin (2 . %) 2 sin%cos% 2 tan%
sinx = 1 = — X 2x= >
sin 7+c057 1+tan§
cos (2 . E) cos?X _sin2% 1 —tan2%
_ 2) _ 2 2 _ 2
cosx = 1 =% X = X
sin 7+cos > 1+ tan >

som vi kommer stota pa i samband med motsatsen, d.v.s. integration.
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1.6.1.5 Trigonometriska ekvationer
Vilj ndgot a € [—1,1] = V,. Om sinx = a, vad kan da sdgas om x? Det &r klart att ekvationen

sinx = a har oandligt manga losningar, vilket illustreras med grafen y = sin x och den rata linjen
y=aifalleta=1/2.

Nagra specialfall &r enkla och inses direkt med definitionen av sinus i enhetscirkeln:

sinx =0 — x =nm fornagot n € Z
T
sinx =1 — x=—+n-2m forndgot n€Z
T
sinx = —1 — x=—5+n-2n for nagot n € Z.

I allmédnhet, om ¢ &r en 16sning till ekvationen, sa ar ocksa ™ — ¢ en |6sning, eftersom sin(r — @) =

def

: . . , 1 5
sing@ ¥ a. Detta illustreras i bilden nedan (dara = 3 och ¢ = %,n —@p= ?ﬂ):

Det ar uppenbart att dessa ar de enda |6sningarna, sa ndr som pa periodiciteten (d.v.s. sa nar som pa
addition av heltalsmultipler av 27). Alltsa kan samtliga |16sningar till ekvationen sin x = a uttryckas
med hjalp av en av I6sningarna, ¢:
X=@+n-2n
sinx =a — eller

X=mw—@+n-2n

dér n ar ett heltal. Vi far med andra ord tva familjer av I16sningar, i alla fall féorutom sinx = +1, da de
tva familjerna sammanfaller. (Jimfor med de tre enkla specialfallen ovan.)
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Exempel
. . . 1
Los ekvationen sin x = >

Lésning:

(x 7T+n 2
== - 2TT
6
sinx:E = < eller

5
kx=?+n-2n.

Betrakta nu ekvationen cosx = a fér nagota € [—1,1] = V. Aterigen har vi oandligt manga 16s-
ningar. Om ¢ ar en av dem, ar det klart att —¢ ar en annan (titta i enhetscirkeln!).

Det ar ocksa uppenbart att dessa ar de enda l6sningarna, sa nar som pa hela varv. Alltsa ar

cosx=a — X =%d¢+n-2m.

Enkla specialfall ar
T

cosx =0 — X = > +nn

cosx =1 = X=n-2mn

cosx = —1 — X=m+n-2m.
Exempel
Los ekvationen cos x = %
Lésning:

T
CoOSX = — — x=i§+n 21
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Exempel
Los ekvationen cos x = —?.
Lésning:
V3 n
cosx=—7 — x=i?+n-2n.

Slutligen betraktar vitan x = a fér nagot a € R = V,,,,. Eftersom tangens ar periodisk med period
och strangt vaxande inom varje period géller att om ¢ ar en |6sning till ekvationen, sa har vi

tanx = a — X = @ + nm.
Exempel
L6s ekvationen tan x = —+/3.
Lésning:
tanx = —V/3 — x=—g+nn.

1.6.1.5.1 Olika vinklar, samma funktionsvarde
Ett mycket narbeslaktat problem &r nar tva vinklar har samma trigonometriskt funktionsvarde, t.ex.
om sina = sin b. En maéjlighet ar forstas att vinklarna ar lika, @ = b. En annan ar att de ar varandras

spegelbilder i y-axeln, d.v.s. att b = & — a (tank sm% = sm?n). Dessa tva mojligheter ar de enda, sa

nar som pa att det givetvis dven kan skilja hela varv mellan vinklarna.

Motsvarande situation géller for cosinus: Om cos a = cos b ar en mojlighet att a = b, en annan att
a = —b; utover detta kan det skilja hela varv mellan vinklarna.

Exempel
Los ekvationen sin(2x + 1) = sin(x + 1).
Lésning: Vi har
2x+1=x+1+n-2m

sin(2x + 1) = sin(x + 1) — eller —
2x+1=n—(x+1)+n-2x

X=n-2m
— eller —
3x+2=n+n-2n
X=n-2m
— eller
mT—2 21
X = 3 +n 3
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1.6.1.5.2 Exempel
Vi kan nu ge en samling enkla exempel pa trigonometriska ekvationer. Uppgifter av den har sorten ar
typiska i inledande matematikkurser pa hogskoleniva.

Exempel
Los ekvationen sin 2x = sin x.

Lésning (metod 1): Vi har

2x=x+n-2m
sin2x = sinx — { eller —
2x=m—x+n-2m
X=n-2m
— { eller —
3x=n+n-2n
X=n-2m
— eller
T 21
x—3+n 3

" . T 21 .. o
Svar: sin2x = sinx —— x=n-2n eller x=§+n-? for nagotn € Z.

Lésning (metod 2): Vi har

sin 2x = sinx — 2sinx cosx = sinx —
. sinx =0
sinx =0
eller
— eller — 1 —
2cosx =1 cosx=§
X = nm
eller
— T
X = i§ +n-2m

g e T o °
Svar: sin2x = sinx —— x=nm eller x= i§+ n-2m forndgotn € Z.

Lagg marke till hur de tva metoderna ger olika (men
ekvivalenta) beskrivningar av 16sningsméangden. Oav-
sett vilken av de tva beskrivningarna man anvénder,
far man namligen féljande vinklar (modulo 2m): 0, =,
/3 samt — /3. Losningsmangden (modulo 27) illu-
streras i enhetscirkeln till hoger.
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Exempel

. . 1,
Los ekvationen > sin 2x + cos?x = 1.

Lésning:
1. 2 . 2
Esm2x+cos x=1 — sin2x = 2(1 — cos“ x) —
— sin2x = 2sin® x — 2sinx cosx = 2sin? x —
sinx =0
— sin x cos x = sin® x — eller —
cosx = sinx
X =nm
eller
— T
X = —+ nrm.
4

1. T T
Svar: 5 sin 2x + cos? x —— x=nn eller x= " + nn  foér nagotn € Z.

Exempel
. . ) . 3
Los ekvationen sin“ x + sinx = T

Lésning: Kvadratkomplettering ger

L, . 1\ 1
sin x+smx=(smx+5> ==

varfor ekvationen ar ekvivalent med

= — = = — — = Lt

sSin x ) 4 4 sin x )
x4 i 41 nrefs-3
— —_ = — —_ — =
sSinx ) o sinx 2, )

Eftersom Vg, = [—1,1] drsinx = —3/2 < —1 absurt, sa vi maste ha sinx = 1/2. Men

6

T
(x=—+n-27r
J eller

sinx = = —

=5 sn2
x—6 n- 4.

. . 3 b4 51 . o
Svar: 51n2x+smx=z — x=g+n-2n eller x=?+n-2n for nagot n € Z.

Exempel (*)

V3+2
.

Los ekvationen sin? x =

Lésning: Det ar klart att
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men det hjalper oss knappast med att bestimma x. A andra sidan &r

L V31 » V3
sin“x =—+— — 2sin“x—1=— —
4 2 2
V3
— 2 sin? x — (sin® x + cos? x) = = =
.2 2 V3
— sin“ x — cos x=7 —
V3
— — COS2X = — — cost=—7 —
5 5
— 2x=*+—+4+n-2n — x=+—+nm.
6 12
0.2 \/§+2 5w - °
Svar: sin“x = 7 — x=i§+nnfornagotn€Z.
Exempel (*)
Speciellt ar
., O V3 +2
sin® — = L
12 4
Eftersom 57/12 € [0, 7] &r sin57m/12 > 0 sa
5t | Sm| . 5m
sin 7= sm12 —smlz,
7t=\/§+2

om vi tar kvadratroten av bada (de positiva) leden i ekvationen sin? o far vi darfor

51 V342

12 2
Det ar alltsa fullt mojligt att utdka tabellen med standardfunktionsvarden for sinus, cosinus och tang-
ens till fler vinklar an bara %, % och g (och de triviala, som 0, g och ). Daremot ar resultat som det

nyligen harledda inte nagot man gar runt och kan i huvudet.

Som en bonusovning i allman raknefardighet visar vi har att vi kan skriva det nyharledda funktions-
vardet pa tre alternativa satt:

5t JV3+2 1443 V2446 1
sin— = = = =

12 2 2V2 4 J6—+2

Det forsta och det andra uttrycket for sinusvardet ar uppenbarligen positiva, sa for att visa att de

verkligen ar lika, racker det med att visa att de har samma kvadrat. Och mycket riktigt ar
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V3 +2 2_\/§+2_2\/§+4_1+2\/§+3_ 1+\/§2_ 1+v3)\
) SR (0F) < (5

Forlangning med v/2 ger den tredje formen. Genom att i stéllet forlanga andra formen med téljarens
konjugat erhaller vi den fjarde formen:

1+v3 _ (1+v3)(1-v3) 1-3 2 _ 1 1
V2 22(1-v3)  2v2(1-v3)  2v2(1-v3) V2(v3-1) V6-+2

1.6.1.6 Ekvationslosning med villkor

Vi har sett exempel pa ekvationer i sinus, cosinus och tangens dar vi, pa grund av periodiciteten, i
allménhet far oandligt manga losningar. Med extra villkor pa den oberoende variabeln kan man for-
stas fa farre eller rent av unika I6sningar.

Exempel

Bestam alla vinklar v € [0, w/2] sddana att sin? x = 3 cos? x.

Lésning:
sin® x = 3 cos?x — 1 —cos?x =3cos?x —
2 2 1
— 1 =4cos“x — cos sz —
" 1
cosx = +—.
2

Eftersom v € [0,%] dr cosx = 0 sa vi maste hacosx = 1/2. Darfor ar
T
X = i§ +n-2m.

Av dessa vinklar ar det endast x = /3 som tillhér [0,77/2].

Svar: v €[0,m/2] och sin?x =3cos’x < x=m/3.

1.6.1.7 Samband mellan olika funktioners virden for samma vinkel

Exempel

.. . 1
Bestam sinx om cosx = —=och x € [—E,O].
7 2

Lésning: Vi har

sinx + cos?x =1 — sinx =1 — cos?x —

— sinx = ++/1 — cos? x.

Eftersom x € [—m/2,0] ar sinx < 0 s3 att

1 6
sinx = —/1—cos?2x=—[1—==— |-

7 7
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Exempel

. . 1 T
Bestdm tan x om sinx = : ochx € [E,n].
Lésning: Vi har

sin®x + cos?x =1 — cos?x =1—sin?x —

— cosx = ++/1 — sin? x.

Eftersom x € [/2,m] dr cosx < 0 sd att

1 24 24 2V6

och

Exempel
Bestdm sinx om tanx = 100 och x € [0,7/2].

Lésning: Det &r uppenbart att x € ]0,w/2[ (varfor?). Darfér &r cosx > 0 och sinx > [att tanx > 0
medfor ju bara att sin x och cos x har samma tecken]. Med detta i atanke (framfér allt cos x > 0)
finner vi att

sin x sin x

tanx = = = 100.
CosX  4++/1—sin?x
Med s := sinx € ]0,1[ har vi darfor
> 100 100+/1 2
= — S = — S [—
V1 —s2
— s% =10000(1 — s?) —
= 10001s2 = 10000 —
, 10000 100
— 4 = — — S = —.
10001 10001

Alltsa har vi funnit

100
sinx = ———(= 0.99995000375...).
\/10001( )

En genvag till att bestdmma sin x eller cos x — framfor allt den senare — ndr tan x ar kant ar att ut-
nyttja identiteten
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1
1+ tan®x = —;
CcoSs? x
som vi enkelt hdrledde pa sidan 98.
Exempel
o s
Bestam cosx omtanx = 4 och x € [0, E]'
Lésning: Vi har
1 + tan? ! = 2 - L —
an® x = CoOS“ X = —m78m = —
cos?x 1+tan?x 17
1 1
— cosx = +— — COSX = —
V17 V17

eftersom x € [0, g] medfor att cosx = 0.

1.6.1.8 Hjidlpvinkelmetoden

Ett uttryck pa formen A sinx + B cos x kan alltid skrivas pa formen C sin(x + ) med ett par kon-
stanter C och § som beror pa A och B. Vi har namligen (om inte bade A och B ar noll i vilket fall allt
ar trivialt)

Asinx + Bcosx =+/ A2 +B2(

Cos X).

A B
————sinx + ——
VA? + B? VA? + B2
Eftersom

2

(ﬁ) +(%) =1

A B
VAZ+B2’AZ+B2

ligger punkten ( ) pa enhetscirkeln. Alltsa ar

( A B
VAZ + B VAZ + B?

) = (cosd,siné)
for nagon vinkel 6 € R. Vi har darfor

A B
Asinx + Bcosx =+/ A% + B2 (—sinx +—cosx)
VA? + B? VA? + B2
= +/A? + B%(cos § sinx + sin§ cos x) = /A% + B2 sin(x + §)

som utlovat.

Exempel
Los ekvationen sinx + V3 cosx = 1.

Lésning: Hjalpvinkelmetoden ger
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sinx + V3 cosx = /12 + (\/§)2 sin(x + §) = 2sin(x + §)

dar enda kravet pa § dratt cos & = 1/2 och sin§ = +/3/2. En fullt godtagbar hjalpvinkel &r salunda
6 = m/3 varfor

T
sinx+\/§cosx=25in(x+§), Vx ER

och vi har
T
sinx +V3cosx =1 — Zsin(x+§)=1 —
T
xt+-=—=+n-2m
) T 1 6
— sin (x aF —) == — eller —
° ’ +n—5n+ 2
kx 3% n-2m
( 7T+ 2
xX=——+n:
G T
— eller
l —z+n-2n
x > .
Svar: sinx +v3cosx =1 x:—%+n-2n eller x=§+n-2n for nagot n € Z.
Exempel

Los ekvationen sinx + cosx = 1.

Lésning:  Uppgiften kan mycket val [6sas med hjalpvinkelmetoden, men det behdvs inte.

(cos x,sinx) ar ju en punkt pa enhetscirkeln, s& cos? x + sin? x = 1. Men nu &r ocksd sin x +
cosx =1, d.v.s. (cosx, sin x) ligger ocksa pa den rata linjen y = 1 — x. Snittet mellan denna linje
och enhetscirkeln undersokte vi i avsnittet ”“Samspelet mellan algebra och geometri” pa sidan 55. Vi
far alltsa direkt

(sinx,cosx) € {(1,0),(0,1)}

d.v.s.
T
x=n-2m eller x=E+n-2n

i bada fallen for nagot heltal n.

1.6.2 Trigonometri och trianglar

Trigonometri férknippas med trianglar, och vi skall se att det inte alls ar konstigt. Man hor pa sjédlva
ordet trigonometri att det handlar om mdtning (-metri) i figurer med tre (tri-) vinklar (-gon-), d.v.s. i
trianglar (jfr engelskan triangle). Emellertid, som vi sett, kan de trigonometriska funktionerna i sig

|”

introduceras utan att ens ndmna ordet “triangel”. Dessutom ar dessa elementdra matematiska funkt-
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ioner fundamentala fér mycket matematik, och i manga tillampningar lyser triangelkopplingen med
sin franvaro. Till exempel anvands de trigonometriska funktionerna

= for att beskriva rotationer inom geometrin,
= for att beskriva vagor, t.ex. elektromagnetiska vagor, samt
= for att beskriva utslaget hos en fjader eller pendel som funktion av tiden.

Icke desto mindre stoter svenska skolelever oftast pa de trigonometriska funktionerna férst i sam-
band med just trianglar, narmare bestamt ratvinkliga sddana. | vilket fall som helst ar beskrivningar
av och berdkningar i trianglar en av alla tillampningar av de trigonometriska funktionerna. | det har
avsnittet ger vi kopplingen.

Vilj en vinkel v € ]0,%[ och titta i enhetscirkeln:

Kopplingen till ratvinkliga trianglar torde vara uppenbar! Genom att dra en vertikal linje fran

P = (cosv,sinv) ned till x-axeln [d.v.s. till (cos v, 0)] erhalles en ratvinklig triangel som avgransas
av linjen £ fran origo till P = (cos v, sin v), x-axelns segment fran origo till (cos v, 0) och den verti-
kala linjen.

Triangelns bas ar cos v och dess hojd ar sin v; hypotenusans langd ar 1 (enhetscirkelns radie). Om vi
skalar triangeln likformigt med faktorn ¢ > 0 erhaller vi en ny triangel som ar likformig med triangeln
i enhetscirkeln. Dess bas, hdjd och hypotenusa ar c cos v, ¢ sin v respektive c. Vinkeln nere till vans-
ter ar fortfarande v:
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1 varvid en

Omvant, vilken ratvinklig triangel som helst med hypotenusa c¢ kan skalas med faktorn ¢~
triangel i forsta kvadranten innanfor enhetscirkeln erhalles. (Eventuellt maste forstas triangeln rote-
ras och translateras sa att den hamnar staende pa x-axeln med en spets i origo och andra spetsen pa

enhetscirkeln.) Om detta férfarande utférs med triangeln

=
]
s
9]
~
5]
o
=
(5]
o(Q
-
%]
-
£

narliggande katet

narliggande katet motstaende katet

sa far den skalade triangels sidor ldangderna , respektive 1 (hypotenusan).

7

hypotenusa hypotenusa
Men eftersom vi befinner oss i enhetscirkeln géller
) motstaende katet narliggande katet
sinv = , cosv =
hypotenusa hypotenusa

Av detta foljer dessutom att

sinv  motstaende katet

tanv = =— :
cosv narliggande katet

Det dr pa det har sattet som de trigonometriska funktionerna brukar definieras i skolmatematiken
(pa gymnasiet). Men i dessa fall blir funktionerna bara definierade for talen® ]0, w/2[, vilket bara &r
en fjardedels period av vad man far om definierar sin, cos och tan med enhetscirkeln som vi gjorde i
forra avsnittet.

Exempel

Bestam alla sidlangder i triangeln nedan.

® En vinkel i en ratvinklig triangel ar alltid mindre an 90°. Om en ratvinklig triangel har vinklarna u, v och 90° sa
ar ju vinkelsumman u + v + 90° = 180° varfér u + v = 90°. Eftersom u > 0 dar v < 90°; eftersom v > 0 ar
u < 90°.
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50 ™

Lésning (med rdknare/dator): Basen ar 50 cos 20° = 47 och hojden ar 50 sin 20° = 17.

Svar: Basen ar 47 m och héjden ar 17 m.

1.6.2.1 Om att anvinda trianglar for att losa

trigonometriska problem (pedagogiska funderingar)
Som namnt i inlediningen till det har avsnittet sa har de trigonometriska funktionerna R — R egent-
ligen inget sarskilt med trianglar att gora. Daremot har vi sett att funktionernas restriktioner till rat-

vinkeltriangelvinklarna (mitt nya favoritord!) ]0%[ kan beskrivas fullstandigt med hjalp av ratvinkliga

trianglar. Vissa trigonometriska problem, framfér allt dem vi diskuterade i avsnittet Samband mellan
olika funktioners vérden fér samma vinkel pa sidan 105, kan darfor [6sas med hjalp av ratvinkliga
trianglar, som ett alternativ till de metoder vi diskuterade i avsnittet om de trigonometriska funkt-
ionerna. Daremot fungerar metoden inte alltid. Till exempel, problemet

Exempel

. . 1
Bestam sinx om cosx = —=och x € [—E, 0].
7 2

som vi l6ste i det ovan ndamnda avsnittet, kan inte pa ett “direkt” satt [6sas med hjalp av ratvinkliga
trianglar, eftersom talen i [— g, 0] knappast kan fungera som vinklar i ndgon triangel. Foljande pro-

blem later sig daremot I6sas bade med standardmetoden och triangelmetoden:

Exempel

.. . 1
Bestam sinx om cosx = —=och x € [O,E].
7 2

Lésning (standardmetoden): Vi har

sinx 4+ cos?x =1 = sinx =1 — cos?x —

— sinx = ++/1 — cos? x.

Eftersom x € [O,g] ar sinx = 0 sa att
_ 1 6
sinx =+/1—cos?x = 1—7= -
* * *

Lésning (triangelmetoden): Det ar klart att x € ]0,%[ sa x ar en vinkel i en ratvinklig triangel, enligt

illustration.
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BE

(Har skriver vi forst ut x, 1 och V7, s att cosx = % galler. Sedan anvander vi Pythagoras sats for att

satta dit etiketten \/3.) | triangeln ser man att

_ V6
SInx = —.

V7

Om i ett dylikt problem det givna vardet ar tangensvardet, blir I6sningen till och med marginellt [at-
tare med "triangelmetoden”. Lat oss illustrera med ett tidigare exempel (som vi har upprepar):

Exempel
Bestam sinx om tanx = 100 och x € [0,7t/2].

Lésning (standardmetoden): Det ar uppenbart att x € |0, w/2[. Darfér r cos x > 0 och sinx > 0.
Med detta i atanke (framforallt cos x > 0) finner vi att

" sin x sin x 100
anx = = = .
cosx  4v1—sin?x
Med s := sinx € ]0,1[ har vi darfor
> 100 — 10041 — s2 —
= s = — S
V1 —s2
— s2 =10000(1 — s?) —
— 10001s% = 10000 —
) 10000 100
— 4 = — — S = —.
10001 10001

Alltsa har vi funnit

100
sinx = ———=(= 0.99995000375...).
\/10001( )

* * *

Lésning (standardmetoden nummer 2): Vi har

5 1 1
l+tan“x = ———= — =
cos“x 1 —sin“x
1
— 1—sin2x=—2 —
1+ tan x
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1 _, 1 10000
1+tan?x 10001 10001

= sinx =1—
Eftersom x € [0,7/2] &r sinx = 0 s3 att

10000 100
10001 10001

sinx = +

Lésning (triangelmetoden): Det ar klart att x € ]0%[ sa x ar en vinkel i en ratvinklig triangel, enligt

illustration.

(Har skriver vi forst ut x, 100 och 1 sa att tan x = 100. Sedan anvander vi Pythagoras sats for att
satta dit etiketten vV10001.) | triangeln ser man att

100
V10001

sinx =

En nackdel med “triangelmetoden” ar att den inte ar lika “ren” som standardmetoden. | standardme-
toden anvander vi ju i princip enbart definitionerna av de trigonometriska funktionerna i enhetscir-
keln. | “triangelmetoden” anvander vi (implicit) kopplingen till ratvinkliga trianglar. En annan nackdel
ar att det blir lite knéligare att redovisa 16sningsgangen, eftersom man maste héanvisa till en illustrat-
ion; dessutom maste lasaren forsta kopplingen mellan det aktuella problemet och triangeln. Det blir
lite bokigare att serialisera tankegangen i text.

Vidare fungerar "triangelmetoden” i sin enklaste form férstas bara nar argumenten till de trigono-
metriska funktionerna ligger i intervallet ]0,%[. Det ar onekligen svart (har en eufemism for “omaj-

ligt”) att rita en ratvinklig triangel dar vissa sidlangder ar negativa, eller dar nagon inre vinkel ar nega-
tiv eller stérre @an 90°.
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Mindre lyckat bruk av "triangelmetoden”

Det hindrar emellertid inte studenter fran att forsoka I6sa allmanna trigonometriska problem med
hjalp av ratvinkliga trianglar. Till exempel ser man ibland féljande forsok till I6sning pa vart tidigare
exempelproblem:

Exempel

1

Bestam sinx om cosx =
7

ochx € [—%,0].

“Lésning”:

| triangeln ser vi att sinx =

Sl

Har blev svaret fel; jamfér med den tidigare givna korrekta I6sningen som ger det korrekta svaret

—\/é. Faktum ar att svaret inte bara ar fel, det ar dessutom orimligt: eftersom x € [— % 0] ar det

uppenbart att sinx < 0. Vidare ar vinkeln x i triangeln negativ, vilket ar omajligt. Kopplingen mellan
det aktuella problemet och den uppritade (omdjliga) triangeln ar ocksa (uppenbarligen!) oklar.

Inte sdllan far studenten ratt svar dven i dessa fall, fast med en nagot tveksam redovisning:

“Lésning”: Vi ritar en triangel:

. . 6 .
Viser att sinx = %, men eftersom x € [—g, 0] arsinx < 0.

Svar: sinx = i
’ V7
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Har ar svaret ratt, men lésningen ar mycket tveksam (hogst tveksamt om det blir ndgon poang pa

. . , . . . 6
uppgiften, trots ratt svar). Studenten havdar ju (felaktigt!) att sinx = £. | och med att studenten

\7
sedan havdar att sinx = —ﬁ, sa havdar han ju dessutom att ve = —ﬁ, vilket inte heller ar sant
V7 V7 V7

(milt uttryckt). Aven bortsett frdn dessa tokigheter, sa r det inte uppenbart vilken koppling (den
omoijliga) triangeln har till det aktuella problemet. Man kan atminstone konstatera att det inte gar att
folja redovisningen av I6sningen — den ar obegriplig. | och for sig ar det inte en slump att svaret blir
ratt, men matematik handlar ju om att resonera, och att gora det ratt, och att kunna formulera reso-
nemanget pa ett begripligt satt. Det kan man inte sdga ar gjort i det har fallet.

Det gar forstas att I6sa problemet korrekt dven "med hjalp av” en ratvinklig triangel. Man kan da
forslagsvis rita ut triangeln i fjarde kvadranten innanfor enhetscirkeln. Men i sadana fall anvander
man ju egentligen bara definitionerna av de trigonometriska funktionerna och ”harleder” trigono-
metriska ettan sjalv.

Lésning (otymplig): Vi har foljande situation:

Pythagoras sats ger

1 6
—sinx =+/1 —cos?x = ;1—7=\/;

° c 6
saattsinx = —\/;.

| det har fallet har studenten i praktiken anvant enbart definitonen av de trigonometriska funktion-

erna i enhetscirkeln. Studenten har implicit anvant x € [— g, O] genom att rita vinkeln i den fjarde

kvadranten. Den ratvinkliga triangelns héjd ar 0 — sinx = —sinx > 0 och dess bas ar cosx > 0.
Tillampning av Pythagoras sats i enhetscirkeln ar daremot precis vad som anvands for att “harleda”
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trigonometriska ettan [eg. enhetscirkelns ekvation], sa den héar I6sningen &r i sjdlva verket bara en
tillkranglad (och mindre lattlast/lattforstadd) version av exempelldsningen.

For att sammanfatta sa fungerar “triangelmetoden” bara for vinklar mellan 0 och 90° (exklusive
granserna). Men aven i dessa fall ar standardmetoderna kanske att féredra, eftersom de ar “renare”
och ger upphov till [6sningsgangar som &r lattare att folja. Dessutom &r det en viss fordel att alltid
anvanda en och samma metod.

Om vinklarna inte ar lasta till intervallet ]0,5[ bor ingen variant av “triangelmetoden” anvandas.

| fallet med vinklar i ]0,%[ ar det emellertid aldrig “fel” att anvanda triangelmetoden, och den kan

dessutom ge marginellt enklare I6sningsgang om det givna funktionsvardet &r tangens.

1.6.3 Arcusfunktioner

De trigonometriska funktionerna (har betraktar vi framst sin, cos och tan) ar inte injektiva eftersom
de ar periodiska. | fallet med sin och cos ar de inte ens injektiva inom en period (sag, pa [0, 2r[). De
trigonometriska funktionerna har darfor inte nagra inversa funktioner.

Samma sak giller fér kvadreringsfunktionen f: R — R, x — x2, men dér inférde vi restriktionen
f:[0,00[ = R, x = x2. f ar strangt vaxande och darfor injektiv, och vi kallar dess invers for kvadra-
trotsfunktionen V. Fér varjey € Vf =V = [0, co[ &r med andraord ,/y € Df C Dy det (entydigt
bestamda) icke-negativa tal vars kvadrat ar y. Vi gor i det har avsnittet motsvarande sak for de trigo-
nometriska funktionerna.

Om vi tittar pa sinus definition i enhetscirkeln, eller pa sinuskurvan y = sin x, inser vi att sinus ar
strangt vaxande, och darmed injektiv, pa intervallet [— gg] och att alla véarden i V;, antas i interval-

let. Vi infor darfor funktionen f: [—g,g] — [—1,1],x » sinx som var restriktion av sinus. Graferna

y = sinx och y = f(x) visas nedan.

y =sinx y=f()

Eftersom f ar injektiv har den en invers, och det dr den som kallas for arcsin, eller ”arcus sinus”.
Emedan Dy = [—g,%] och Vy = [—1,1] har Vi Dyesin = [—1, 1] och Varesin = [— ,g] Grafen till

arcsin visas nedan.

T
2
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y = arcsinx

T
2
avtagande, och dessutom antar alla varden i sin virdemangd. Funktionen arccos, eller “arcus cosi-

Betrakta nu cosinus. Cosinus ar inte injektiv pa [—% ], men daremot pa [0, 7], ddr cosinus &r strangt

nus”, definieras som inversen till restriktionen av cosinus till detta intervall, [0, ]. Vi har s&lunda
D,recos = [—1,1] och V,ccos = [0, ]. Nedan visas graferna till cosinus, dess restriktion och arccos.

Y =CoSX = cosx,x € [0, 7]

Yy = arccos x

Nu kan vi det hér, sa nar det géller tangens konstaterar vi kort och gott att arctan, “arcus tangens” ar

. . ol e o T o ..
inversen till restriktionen av tangens till intervallet ]— E’E[' Alltsd ar Dypetan = R och Vypepan =

]— g,g[ Nedan visas graferna till tan och arctan.
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y =tanx y = arctan x

Graferna till sinus, cosinus, tangens och arcustangens bor man kunna i huvudet (d.v.s. man bor kunna
rita dem utan att ens behova fundera).

1.6.3.1 Paren svenska ...

. . . .. T T e . . .
= .. ararcsinx den vinkeliintervallet [_E’E] for vilken sinus ar x.
= .. &rarccosx den vinkel i intervallet [0, ] fér vilken cosinus ar x.
. . .. m T - . .
= .. 3drarctanx den vinkel i intervallet ]_E’E[ for vilken tangens ar x.

1.6.3.2 Observationer
Foljande observationer, som féljer omedelbart av definitionerna, bér man tycka ar sjalvklara.

= arcsinx ar alltid ett tal i intervallet [—%,%]

» arccosx ar alltid ett tal i intervallet [0, z].

= arctanx ar alltid ett tal i intervallet ]—gg[
Notera att
sin(arcsinx) = x, vx € [-1,1].

Per definition ar ju arcsin x en av alla de vinklar, for vilka sinus antar vardet x. Vilket varde antar
sinus for arcsin x? Jo, x, sa klart!"’

Daremot galler INTE att
arcsin(sinx) = x (FELiallmé&nhet!)

T

forallax € R. Om t.ex. x = 16m sa ar ju sinx = 0. Den vinkel i intervallet [ > ,g] for vilken sinus ar

noll &r forstas 0, sa arcsin 0 = 0. Alltsa &r arcsin(sin 16m) inte 167, utan 0.
Vi har alltsa (ta sinus av de bada lika talen):

X = arcsiny - sinx =y

17 . aeqs . ° .
Vardagsanalogi: Valj ut en av alla svenskar som ar 50 ar. Hur gammal ar hon du valde ut?
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men INTE omvandningen. Sista ekvationen har ju (for t.ex. y = %) odndligt manga l6sningar, medan x

™ . o . T 1
i forsta ekvationen maste vara exakt arcsiny (d.v.s. somy = E)'

Motsvarande observationer kan géras for cos/arccos och for tan/arctan.

Exempel
.. . . 35m
Bestam arcsin sin =

Lésning (metod 1): Vi har

.. 35m ) _(367‘[ n)_ ) '(6 n)_ ) _(n)_ I8
arcsin sin 5 = arcsin sin 5 5 = arcsinsin ( 67 5 = arcsin sin c) =%

eftersom —% € [—g,g]. [Alternativt kan man forstas pa valfritt satt inse att sinusvardet ar _E']

1.6.3.3 Trigonometriska ekvationer, igen
Med hjalp av arcusfunktionerna kan vi mycket snyggare an tidigare konstatera att

{ x = arcsina +n - 2w

sinx = a — eller
X =m —arcsina + n - 2mw,
cosx =a — x = tarccosa+n-2m
samt
tanx =a — x = arctana + nm.

Jamfor med de klumpigare formuleringarna i avsnittet Trigonometriska ekvationer pa sidan 99. Den
. A . . L .8 ..
stora vinsten, emellertid, ar att vi nu kan anvanda symboler i stil med arcsin— nar vi inte kan eller

behéver bestaimma ett exakt uttryck for vardet [samma sak galler ju t.ex. symbolen v/2, som &r |4t-
tare att skriva an "det entydigt bestamda icke-negativa tal vars kvadrat ar lika med 2”]:

Exempel
Los ekvationen tan? x — 3tanx = 1.

Lésning: Kvadratkomplettering ger

3 9
tanzx—3tanx=(tanx——) _Zzl —
(t 3)2 13
— ——) =— —
an x > 2
V13
— tanx——=i7 —
3++V13 3 —+13
— tanx=T eller tanx=T.

| forsta fallet har vi
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3++13
=

X = arctan nrm

for nagot n € Z och i andra fallet har vi

3 —+/13
X = arctanT + nm

for nagotn € Z.

Svar: tan?x — 3tanx = 1 & x = arctan 3+;/E + nm eller x = arctan 3=Vi3 + nm for nagot n € Z.
1.6.4 Fler trigonometriska exempel
Exempel
Berdkna arctan 2 + arctan 3.
Lésning: Vi bestammer forst
tanarctan 2 + tan arctan 3 2+3

tan(arctan 2 + arctan 3) =

1 —tanarctan2tanarctan3 1—2-3

Darfor ar
T
arctan 2 + arctan3 = — Z + nm

for nagot n € Z. Eftersom arctan 2 och arctan 3 bada ligger mellan % och g (varfor?) ar det klart att

. v o fen °
deras summa ligger mellan > och m. Darfor maste n = 1 och

T 3
arctan2 + arctan3 = ——+mw = —.
4 4
3m
Svar: arctan?2 + arctan3 = -
Ett vanligt fel
Det hander forhallandevis ofta att studenter anger
T
arctan 2 + arctan 3 = — 1 +nm  (n heltal)

som svar pa en dylik uppgift. Det kan tolkas pa tva satt. Antingen vet studenten att summan
arctan 2 + arctan 3 ar ett av talen —% + nm (d.v.s. det som erhalles for ndgot heltal n), men vet inte

hur man bestammer vilket, och hoppas alltsa pa nagot halvt poang.

Den andra tolkningen ar att studenten tror att arctan 2 + arctan 3 faktiskt betyder alla dessa tal,
vilket ar varre. Arctan ar ju en funktion, som man stoppar in ett tal i, varvid man far ut ett tal. Sa
arctan 2 och arctan 3 ar bada bestamda tal (1.10714871779... resp. 1.2490457724...). Alltsa ar deras

summa ett bestamt tal, i det har fallet talet %ﬂ = 2.35619449019... .
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Exempel
Los ekvationen tan 2x tanx = 1.
Lésning: Notera att tan x ar definierat om ekvationen ar uppfylld. Darfor har vi
2tanx
tan2xtanx =1 — ——tanx =1 —
1—tan?x
2tan? x 5 5
— — =1 — 2tan“x =1 — tan“ x —
1 —tan?x
1
— 3tan’x =1 — tan2x=§ —
. 1
anx = —
1 V3
— tanx = +— — eller
V3 | 1
tanx = ——
\ B
[(x=Z+
X =—+nm
6
= eller
Z+
X = ——+ nm.
¥~ 7%
Svar: tan2xtanx =1 & x= i%+nn for nagot n € Z.
Exempel
Los ekvationen sin? x + tan? x = 1.
Lésning: Eftersom
can? sin? x sin? x
an“ x = =
cos?x 1-—sin%x
lyder ekvationen
2y sin? x
sin“ x =
1 —sin?x
Med s := sin x har vi darfor
2 s° = s 1—s? —
S = — —s
1—s2 1—s2
= s2=1-—2s%+s* — s*—3s2+1=0 =
(2 3)2 9+1 0 (2 3)2 5
— sc—=) ——= = — sc—=) == —
2 4 2 4
, 3_ V5 , 3xV5
— st —==4— — st = —
2 2 2
, 3-+5
— s° = >
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dar sista steget kommer av att s € [—1,1] = s? € [0, 1]. Slutligen har vi

P = + 3_@6[ 1,1]
s = s=t+—— € [-1,1].
2 V2
Om vi infor beteckningen
3-+5
=01
TR
har vi salunda (dar sista ledet kommer av att arcsin ar udda)
sinx = ¢
s =sinx = +¢& — eller —
sinx = —¢
( x=arcsiné +n-2m
eller
x =@ —arcsiné +n - 2w
— X eller —
x = arcsin(—=¢) +n - 2w
eller

\x = — arcsin(—¢§) +n - 2w
x = tarcsiné +n-2n

{ eller

x =1+ arcsiné +n - 2m.

Vi far darfor fyra familjer av lI6sningar.

x = +arcsiné + n-2m for nagot € Z
Svar: sinx+tan’x=1 { eller
x =m tarcsiné +n - 2n for nagot n € Z

dar & .= 3 —/5/v2.

Ekvationen sinx = +& ger forstas de vinklar x vilka erhalles da enhetscirkeln skars med de tva linjer-
nay = ¢, dar & € ]10,1[. Fyra familjer av I6sningar &r alltsa att vanta.

Foljande viktiga skolboksrakning kan ses som ett specialfall av exemplen i avsnittet Samband mellan
olika funktioners vérden fér samma vinkel pa sidan 105.

Exempel

Forenkla cos arcsin x.

= o - T T .. . °
Lésning: Eftersom arcsin x € [— E’E] ar cosarcsin x > 0 sa att

cosarcsinx = \/1 — sin? arcsinx = \/1 — x2.
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1.7 Potenser och logaritmer
Vad betyder a?, d.v.s. vad innebar “upphaijt til

IM

? Det &r en fraga som man mahanda tycker borde
vara sjalvklar for alla som studerar matematik pa hogskolan. Men fragan ar knepigare an vad den vid
en forsta anblick verkar, och det har kanske framst att géra med att de reella talens egenskaper utgor
en pedagogisk svarighet i inledande matematiklitteratur.

Visst, om b € Z* &r ett positivt heltal sa dr det klart att

ab:a.a.....a.

b faktorer

Daremot ar ju "nastan inga” av elementen i R positiva heltal! Lat oss forst repetera den klassiska
metoden for att definiera a? fér varjea > 0 och b € R.

1. Ldta"=a-a----aférvarjen € Z .
| ——
n faktorer
2. L&t férvarjen € Z1, a'/™ vara det entydigt bestamda icke-negativa tal som upphdijt till n ar
a.

1
Satt, for varje p,q € Z*, aP/9 = (aP)4. Vi har nu definierat a? fér varje b € Q N R™.

4. Sitta®=1ocha™ = % for varje r € Q N R*. Vi har nu definierat a® for varje b € Q.

Konstruktionen ovan bor vara bekant for studenter med gymnasiematematiken farskt i minnet.
Men vad menas dd med a? om b ¢ Q; vad menas t.ex. med 2™? Som bekant &r
T = 3.1415926535897932384626...

och vi kan approximera  godtyckligt ndra med rationella tal genom att ta med godtyckligt manga
decimaler fran denna oadndliga foljd av decimaler. Elementen i (den véxande) foljden

3.1,3.14,3.141,3.1415,3.14159,3.141592, 3.1415926, ...

kommer ju allt ndrmare m i den meningen att differensen mellan  och elementen i foljden blir
mindre och mindre. Vi far da ocksa en féljd (ocksa viaxande)

3.1 93.14 93.141 93.1415 93.14159 3.141592 »3.1415926
2°5,2°°%,2 ,2 ,2 ,2 ,2 e

som blir en battre och b&ttre approximation av vad vi rimligtvis b6r mena med symbolen ”2™”. |
sjdlva verket definieras 2™ som det s.k. grénsvdrdet av f6ljden. Att det ens existerar ett sadant har
med de reella talens egenskaper att gora, vilka vi inte gar in pa har i detalj (det s.k. supremumaxio-
met ar vasentligt).

Nu har vi sdlunda definierat a®? for varje a > 0 och b € R.™ Speciellt kan man inféra den matema-

tiska konstanten e € R\ Q (som torde vara bekant sedan tidigare: e = 2.71828182846...) och lata
exp: R - R*,x — e* vara den s.k. exponentialfunktionen som r stringt vixande med den s.k. na-
turliga logaritmfunktionen In: Rt — R som invers funktion. Det visar sig da dels att In(t) kan tolkas

'® Man brukar ocks3 sitta 07 = 0 for varje b € R* samt — sjalvklart — tillta godtyckliga baser a € Rom b € Z,
med det enda undantaget att 0° &r odefinierat.
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som “arean” under kurvan 1/x fran x = 1 till x = t, dels att vi har identiteten a? = e?"® (om
a > 0).

Det sista steget i den klassiska definitionen av a?, fran b € Q till b € R, &r alltsa nagot bokigt, och
sallan ndgot man agnar nagon storre tid at t.ex. i gymnasieskolan, eller ens i inledande kurser pa hog-
skoleniva. Det finns dock ett alternativt satt att definiera "upphojt till”, som ger upphov till precis
samma begrepp:

1. Definiera den naturliga logaritmfunktionen In: R — R genom att |ata In(t) vara "arean”
1., . ° L .
under kurvany = ;fran x = 1tillx =t.Omt < 1 l|ater man i stéllet In(t) vara minus arean

under kurvan fran x = t till x = 1.
2. Det féljer omedelbart att In &r striangt viaxande. Lat exp: R - R*, exponentialfunktionen,
vara dess invers. Lat e := exp(1).

3. Definieranu, férvarjea > 0 och b € R, a? := ebIna,

|II

(Sedan lagger man till “utékningarna”, t.ex. a € Rt men b € Z*, p& samma satt som tidigare.) Har
ligger egenskaperna hos de reella talen i stéllet gomda i forsta steget, namligen i begreppet “area”,
eller, egentligen ”integral”. Pa satt och vis har vi alltsa bara flyttat problemet, men i praktiken ar den
hér alternativa metoden anda tilltalande, om inte annat for att den ser lattare ut (den bestar at-
minstone av farre steg). Dessutom ar den hdr metoden mycket praktisk i manga situationer, eftersom

blna n3 manga satt ar lsttare att arbeta med &n a®. Till viss del beror nog detta pa att

uttrycket e
ePn@ = exp(bIna) 4r en sammansattning av funktioner av en variabel, medan uttrycket a? i sig ar

en funktion av tva variabler.

Naturligtvis gar inte fordelarna med uttrycket e?1"@ frlorade om vi i stéllet baserar var teori pa den

forsta definitionen av “upphojt till”, eftersom definitionerna ar ekvivalenta. | férsta metoden galler

inda a? = e?"2 zyen om formeln i det fallet &r en sats, och inte en definition, som i andra meto-

den. Denna distinktion, den mellan sats och definition, utgor emellertid en fordel i elegans for den
andra metoden: Att ga till ett objekts definition for att visa dess egenskaper ar uppenbart, att ga till
en sats bara tdnkbart.

Féljande logaritmlagar maste man kunna (de tva férsta kraver a, b € R*; den senare kraver a € R*):

= Jnab=Ilna+Inb
] 1n%=1na—lnb
* Ina’(=1In(a?))=blna.

Dessa ar enkla att inse om man anvander den "klassiska” approachen. Till exempel har vi ju att

elna+lnb _ Slna, Inb Inab

=ab=e

sdattlna + In b = In ab (ty exponentialfunktionen ar injektiv).

Ovning

1. Visa de tva andra logaritmlagarna.
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Ett vanligt fel

Det hdnder inte sallan att studenter hittar pa egna raknelagar, vilka inte ar sanna. Exempel pa vanligt
férekommande, men falska, identiteter &rIn(a + b) =Ina - Inb, In(a + b) =Ina + In b och

Inab = Ina - Inb. Att de tva sista identiteterna inte géiller betyder att logaritmfunktionen inte ar
additiv” eller “multiplikativ”. Aven den tamligen uppenbara (varfor?) tokigheten (Ina)? = blna ses
ibland.

Det &r inte bara nya ”logaritmlagar” som hittas pa. Tokigheter som va + b = va + Vb, (a + b)? =
a? + b? och sin(a + b) = sina + sin b ses ofta. Studenter tror att allt 4r additivt och linjart!

Man maste vara forsiktig med logaritmidentiteterna. Uttrycket In ab &r ju definierat nar ab > 0,
d.v.s. nar ab har samma (nollskilda) tecken, d.v.s. omm

a<0

(2o e {20

b>0 eller {

Hogerledet In a + In b 4r daremot bara definierat i forsta fallet. Liknande forhallanden géller for
andra och tredje identiteten: ln:—i = ln% ar forstas definierat, men inte In(—2) — In(—3);

In(—5)? = In 25 &r forstas definierat, men inte 2 In(—5). Ddremot, om hogerleden ar definierade, sa
ar ocksa vansterleden det: oma > 0 och b > 0 sa ar forstasab > 0 och% > (0, ochoma > 0 och

b e Rsairal > 0.

Exempel

Bestam definitionsmangden till funktionen

l (1 = x)
s .
fix=In 2—x
Lésning: Funktionsuttrycket ar definierat omm
170 ¢ [12]
— .
2—x x ’

Svar: Dy = [1,2]C.

Foljande 16sning ar daremot uppenbart felaktig, eftersom svaret ar felaktigt:

“Lésning”: Eftersom

In (; _i) =In(1—x)—1In(2 —x)

ser vi att uttrycket ar definierat precisda 1 —x > 0och2 —x > 0, d.v.s. precisda x < 1 ochx < 2,
d.v.s. precisda x < 1.

Svar: Dy = ]-oo,1].

Nar man anvander logaritmidentiteterna maste man alltsa vara observant pa att deras vansterled ar
definierade fér manga fler varden pa a och b dn hogerleden. Ett specialfall av detta, som vi just sag,
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ar att man vid bestamning av definitionsmangden av ett logaritmuttryck inte kan anvanda dessa lagar
fér omskrivning. Aven vid ekvationslésning maste man vara forsiktig. Till exempel &r ekvationen
y = Inab inte ekvivalent med y = Ina + In b; den forra kan ju ha I6sningar dar bade a och b < 0.

1.7.1 Ekvationslosning

Exempel
L6s ekvationen 2% = 5.

Lésning: Vi har

2¥ =5 — In2* =1n5 — xIn2=1In5 —
_ln5
x_an'

Svar: 2*=5 &= x=1In5/In2.

Ett alternativt — och kanske mer naturligt — satt att 16sa foregaende ekvation pa &r att stalla sig fragan vad 7 2*”

x1ln2

egentligen betyder. Jo, symbolen 2* betyder ju exakt e , s& ekvationen lyder egentligen e*"2 = 5 &

xIn2=In5< x =1In5/In2.

Exempel
Los ekvationen 22%+1 — 2x—1 44X — 1,

Lésning: Med t := 2% har vi

X X

2 2 1 1
2B =T AT =222 o+ (2T = () 2 -+ () =2 St 67 =3 — ot

sa att ekvationen ar ekvivalent med

3t2—=t=1 — t2——t=—= —
2 6 3
1\ 1 1
— (t——) _ —
12 144 3
1\¢ 49
— (t——) = — —
12 144
1 7
— t——=1+— —
12 12
2 2
— t=§ eller t=-2 — t=§

eftersom t = 2* > 0. Ekvationen &r alltsa ekvivalent med

2 2
2x=§ — In2* =In— —
— xIn2=In2—-1n3 —
In2—-1In3 1 In3
— = ——= _—
X In2 In 2
2x+1 x—1 x In3
Svar: 2 -2 +4* =1 — x= o
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Exempel
Bestdm de x > 0 sddana att x* = x.
Lésning: Per definition &r x* = e*1"* s3 att ekvationen lyder

N = g = xInx =Inx = (x—1)Inx=0 —
— x=1 eller Inx=20 — x=1.

Svar: Omx >0arx*=x < x=1.

Exempel (*)
Bestam de talpar (x,y) € Rt X R s&dana att x¥ = 1.

Lésning: Per definition dr x¥ = e¥ "X s3 att ekvationen lyder e¥"* = 1 vilket intraffar precis da
yInx =0, d.v.s. precisday = Oellerlnx = 0, d.v.s. precisday = 0 ellerx = 1.

Svar: Om(x,y) E RT x RsdgillerxY =1 &= x=1ellery=0.

Exempel
L6s ekvationen In(x + 2) — In(x — 2) = 10.

Lésning: Vansterledet ar bara definierat da x > 2 och for dessa x galler

x+2
In(x +2) —In(x —2) =10 — lnx 2=10 —
x+2
— x—2=€10 — x+2=e%x—-2) —
2+ 2et0
10y, — 10 —
[— (1—8 )x——Z—Ze — x_elo——l(>2)
10
Svar: In(x+2)—In(x—2)=10 & =2;§—e_1.

Eftersom den erhallna lésningen ligger i |—2, oo[ dr den korrekt. Ett mer pedantiskt, men egentligen
tydligare, satt att redovisa I6sningen pa ar som foljer:

Lésning:
x+ 2
In(x +2) —In(x —2) =10 — {lnx_2=10 —
x> 2
x+2
— 2=e10 — {x+2=elo(x—2) —
x_x>2 x>2
2 + 2et°
10, —
(1—e%)x =-2—2e10 X ="
x> 2 e —1
x> 2
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2 + 2¢10
—  *=wor

10

Pastaendet x > 2 drjuenfoljdavx = T2 , sa konjunktionen (OCH:et) mellan dessa utsagor ar

ell0—1
. 2+42e10 . o .o ” - . -
ekvivalent med bara x = ~io_y Pd samma satt som pastaendet “Han ar i Sverige och han ar i Stock-

holm” ar ekvivalent med “Han &r i Stockholm”.

Exempel
Los ekvationen In(x + 2) — 2lnx = —1.

Lésning: Vansterledet ar definierat for x > 0 och foér dessa x ar

x+ 2
In(x+2)—2Inx=-1 — In 2 =-1 —
x+2 1 1.2
— 2 =e — x+2=e"x —
—  ateex=2e = (- -L=2 —
X —ex = 2e x—3 L = 2e
en2 1 e 1
= (x—z) =Ze(8+e) = x—§=i§\/83+ez =
e 1 e 1
— x:§i§\/8e+e2 = x:§+§\/8e+e2

med tanke pd att x > 0 [notera att V8e + e2 > Ve? = e].

Svar: In(x+2)—2lnx=-1 & x:%(e+\/8e+ez).

Precis som i foregaende exempel bor redovisningen ovan tolkas som en férkortad variant av féljande,
mer explicita (och eleganta) I6sningsgang:

Lésning:
x+2
In(x+2)—2Inx = -1 — {ln 2 -1 —
x>0
x+ 2
— -1 = e 142
— = ¢ A {x+2—e x
x>0 x>0
2
2 _ e\? e
X —xe;CJZe {(x_i) _Z=ze
x>0
en2 1 e 1
— (x—z) =Ze(8+e) P {x—§=_§ 8e +e2 -
x>0 x>0
e 1
—— 4 e 1
— x‘ziz 256 = x=5+7 8e + e2.
x>0

Svar: In(x+2)—2lhx=-1 x=%(e+\/8e+e2).
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1.8 Abstrakt algebra*

Det hér avsnittet har inte skrivits an. Har kommer jag att pa ett mycket enkelt och tydligt satt intro-
ducera féljande centrala begrepp:

=  Kompositionsregel

= Algebraisk struktur

=  Magma, semigrupp, monoid

= Grupp, ring, kropp

=  Modul, vektorrum

= Relationer, ekvivalensrelationer

Efter att jag skrivit det har avsnittet kommer jag att skriva om den asteriskmarkerade introduktionen
till de komplexa talen. Den nya versionen av det avsnittet kommer att bli mycket kortare (och mer
overskadlig).
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1.9 Komplexa tal

| det har kapitlet introducerar vi de komplexa talen. Forst ger vi en informell introduktion dar vi mest
sager vad det hela gar ut pa och sedan ger vi en rigoros introduktion dar inga detaljer uteldamnas.
Lagg marke till att den rigordsa introduktionen ar *-markt.

1.9.1 Informell introduktion av de komplexa talen

1.9.1.1 Algebraiska strukturer
Vi ar val fortrogna med de naturliga talen, d.v.s. elementen i

N=1{0123..}

Detta ar inte bara en mangd av symboler, utan vi har dessutom tva regler, addition och multiplikat-
ion, som till varje par av naturliga tal ordnar ett nytt naturligt tal. Till exempel & 5 4+ 7 = 12 och

4 -6 = 24. Visager da att (N, +,-) &r en algebraisk struktur. En algebraisk struktur &r i allménhet en
mangd (som inte nédvandigtvis maste besta av “tal”) tillsammans med en eller flera rakneoperation-
er, s.k. kompositionsregler. Om mangden heter X dr en kompositionsregel en funktion X X X — X.

En stérre mangd ar mangden av alla heltal,
Z={..,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

som ocksa &r en algebraisk struktur med addition och multiplikation. Annu stérre &r mangden av alla
rationella tal, Q, d.v.s. mdngden av alla tal pa formen s dar p och q &r heltal och ¢ # 0. Aven hér har
vi addition och multiplikation. Slutligen har vi mangden R av alla reella tal, som utdver de rationella

talen ocksa inkluderar de irrationella talen pa tallinjen, t.ex. V2 och . Aven (R, +,-) &r forstas en
algebraisk struktur.

Ett exempel pa en mangd som inte (atminstone inte a priori) ar en algebraisk struktur ar mangden
D = {hund, katt, ratta}

bestaende av tre trevliga tamdjur: vi har ju inte definierat nagon kompositionsregel pa mangden
(t.ex. har vi inte sagt vad hund + katt ar — ar det hund, katt eller ratta?).

Som mdngder galler som bekant att
NcZcQcR

Daremot géller dven att t.ex. N ar en understruktur till Z. Det betyder bara att kompositionsreglerna
+ och - i N ar restriktionerna till N av motsvarande kompositionsregler i Z. Till exempel ar ju summan
av de tva heltalen 7 och 5 lika med heltalet 12, och summan av de tva naturliga talen 7 och 5 ar lika
med det naturliga talet 12. Samma sak galler for varje par av strukturer i inklusionskedjan ovan.

De komplexa talen &r i princip en superstruktur till R, d.v.s. en algebraisk struktur (C, +,-) som har R

som en delstruktur. Som mangder géller alltsa R  C, och dessutom finns kompositionsregler kallade
"addition” och "multiplikation” i C, och deras restriktioner till R dr den vanliga additionen resp. mul-

tiplikationen i R.
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1.9.1.2 Exaktvad dr C?
Nu nér vi vet vad for “sorts” objekt C &r, 4r vi mogna att ta reda pa exakt vad det r.

Om vi bara kan arbeta i N stoter vi snart pa problem: ekvationen x + 3 = 1 saknar namligen |6sning.
| Z, daremot, har ekvationen I6sningen —2. Men dven i Z finns liknande problem, t.ex. saknar ekvat-

ionen 2x = 1 16sning. | Q har samma ekvation l6sningen 1/2. Men dven Q har sina flackar, t.ex. be-

traffande ekvationen x2 = 2. | R har denna ekvation l&sningen v/2. Inte ens i denna stora méngd har
emellertid varje polynomekvation en 16sning. Till exempel saknar ekvationen x? = —1 reella |8sning-
ar. | C, daremot, har aven denna ekvation en 16sning. Faktum ar att varje icke-konstant polynom med
komplexa koefficienter har minst ett nollstélle i C. Sa man kan séga att

NcZcQcRcC
ar sa langt man "behdéver” ga om man ar intresserad av polynomekvationer.

Vi vill allts3 att varje polynomekvation skall ha en 16sning i C, s t.ex. z2 = —1 skall gélla fér nagot

z € C. Om vi kallar en av ekvationens |&sningar for i sa har vi i2 = —1. Eftersom (C, +,) skall vara en
superstruktur till R maste vi ocksa kunna berédkna b - i fér varje b € R och dessutom maste vi kunna
bildaa + b - i for varje a,b € R. Alla tal pa formen a + bi, med a,b € R maste med andra ord vara

komplexa tal. Om vi dessutom vill att samma raknelagar® skall gélla i C som i R (betraffande kompo-
sitionsreglerna + och -) maste

(al + bll) + (az + bzl) = (al + az) + (bl + bz)l
och

(a1 + bll) . (az + bzl) = a4, + albzi + blazi + blbziz = aia, + albzi + blazi + blbz(_l) =
= (a1a2 - ble) + (a1b2 + azbl)i.

Det visar sig att om vi definierar ett komplext tal som ett formellt uttryck pa formen a + bi dar
a,b € R, d.v.s. i princip som ett ordnat par (a, b) av tva reella tal, och sedan definierar komposit-
ionsreglerna +:C X C - C och -: € X C — C enligt ovan sa far vi precis vad som inom matematiken
kallas for de komplexa talen (C, +,-). Man kan visa att denna algebraiska struktur uppfyller samma
raknelagar betrdffande addition och multiplikation som géller for (R, +,-). Dessutom framgar av de
tva formlerna for addition och multiplikation i C att de komplexa talen pa formen a + 0i fungerar
precis som de reella talen, ty for sadana tal har vi

(a; +0i) + (ay + 0i) = (a; + a;) + 0i
(a; + 0i) - (ap + 0i) = (ayay) + 0i

sa vi skriver da kort och gott a dven nar vi menar det komplexa talet a + 0i. Vi far da

al@a2=a1+a2
a;Qa;=a;,-a,

9 Exempel: Additionen och multiplikationen skall vara kommutativa och associativa, och multiplikationen skall
distribuera 6ver additionen.
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dér vi for tydlighetens skull anvdnde symbolerna @ och ©® fér kompositionsreglerna i C. Har framgar
att restriktionen av kompositionsreglerna i C till de "reella talen” ar de vanliga kompositionsreglerna i
R. De reella talen (IR, +,-) &r med andra ord en delstruktur till (C, +,-) med den hér identifikationen.

Slutligen kan man visa att varje polynomekvation med komplexa koefficienter har minst en 16sning,
som vi lovade.

1.9.1.3 What’s the point?

Vad ar da podngen med att utvidga R till C? Om man ar intresserad av abstrakt algebra och polyno-
mekvationer ar det klart att C ar av intresse, men annars? Det ar ju inte sdrdeles ofta man i tekniska
eller vetenskapliga tillampningar stoter pa storheter som uppenbart naturligt beskrivs med icke-
reella tal; t.ex. ar det séllan man ser en stang av langd 2 + 3i eller en termos med temperaturen

1 — i. Nej, podngen &r faktiskt till stor del den att manga problem av reell natur kan l6sas med meto-
der fran komplex algebra och analys i mellanstegen. Vi kommer att se nagra exempel pa det framo-
ver.

1.9.1.4 Ett par ridkneexempel
Eftersom samma raknelagar galler i (C, +,-) som i (R, +,-) kan lasaren redan rikna med komplexa tal!
Det enda han behéver komma ihdg &r att i2 = —1.

Exempel

i+(2+3)G—-i)=i+10—2i+15i—3i2 =i+ 10 — 2{ + 15i + 3 = 13 + 14i.

Vid division av komplexa tal ar forlangning med namnarens konjugat den sedvanliga vagen att ga:

Exempel

5+2i 5+2i 3+i (5+2)B+i) 15+5i+6i—2 13+11i

3—i 3-i 3+4i 10 10 T

1.9.1.5 Real- och imagindrdel
Om z = a + bi ar ett komplext tal (underforstatt att a, b € R) sa kallas a och b for z:s realdel respek-
tive imagindrdel. Dessa betecknas Re z respektive Im z, sa

Rez=a
Imz = b.

Notera att bade realdelen och imaginardelen ar ett reellt tal! (I sjdlva verket ar det ju dessa tva reella
tal som det komplexa talet "bestar av”.)

1.9.2 Rigoros introduktion av de komplexa talen (*)
Som bekant anvands beteckningarna

N=1{0,1,2..},
Z=1{0,+1,42,..},

Q={§€]R{ p,q EL, in},
R
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for mangden av de naturliga talen, heltalen, de rationella talen respektive de reella talen. Vi har for-
stas

NcZcQcR

om alla element betraktas som reella tal. Nu ar emellertid N, Z, Q och R inte "bara” mangder av
objekt, utan vi har ocksa tva operationer, + och -, som verkar i dem, s.k. kompositionsregler. Vi kan ta
tva tal och berakna deras summa och produkt: 2+5=7,2-3 = 6.

En mangd X med en kompositionsregel X X X — X kallas for en grupp om kompositionsregeln upp-
fyller vissa villkor, som t.ex. associativitet. En mangd med tvd kompositionsregler kallas for en ring
om dessa tva regler uppfyller vissa villkor; bland annat skall mangden vara en kommutativ grupp
under en av reglerna. Exempel pa ringar ar (Z, +,-). (Q, +,-) och (R, +,-), d.v.s. heltalen, de rationella
talen och de reella talen under vanlig addition och multiplikation. Dessa ringar ar dessutom kommu-
tativa, d.v.s. multiplikationen - ar kommutativ.

En egenskap som (Q, +,-) och (R, +,-) har, men som inte (Z, +,-) har, &r att varje element, férutom
det neutrala elementet med avseende pa addition (d.v.s. 0), har en invers med avseende pa multipli-

kation. Till exempel dr den multiplikativa inversen till 5 lika med % som inte ar ett heltal. En kommuta-

tiv ring dar varje element, forutom additiva neutrala elementet, har en multiplikativ invers kallas for
en kropp. (Q, +,-) och (R, +,-) ar alltsd exempel pa kroppar.

Jag tanker har inte ge nagon fullstandig introduktion till de algebraiska begreppen grupp, ring och
kropp; for en fullstandig introduktion till dylika algebraiska strukturer hanvisas till kurser eller bécker
i amnet (abstrakt) algebra. Har nojer jag mig i stdllet med att lista de egenskaper som gor att Q och R
faktiskt dr kroppar under vanlig addition och multiplikation. Listan nedan talar for (R, +,-), men exakt
samma egenskaper géller for (Q, +,-).

(R, +,) ar en kropp, eftersom...

(R, +) &r en kommutativ grupp:
Associativitet: (x+y)+z=x+ (y+2)
Existens av neutralt element: 0+x=x+0=x
Existens av inverser: x4+ (—x)=(—x)+x=0
Kommutativitet: x+y=y+x

(R, +,-) ar en kommutativ ring eftersom vi dessutom har:
Associativitet: (x-y)-z=x-(y:2)
Distributivitet: x-(y+2z)=x-y+x-z
x+y)z=x-z+y-z
Existens av neutralt element’®: 1-x=x-1=x
Kommutativitet: x-y=y-x

(R, +,-) @r en kropp eftersom vi dessutom har:
Existens av inverser: Forvarje x # 0arx - ~= 1.

2 En del forfattare kriver inte det axiomet av en ring. Daremot har en kropp alltid ett neutralt element med
avseende pa multiplikation, en s.k. "etta”.
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Jag kunde inte lata bli att dela in listan i tre delar for att antyda definitionerna for de tre algebraiska
begreppen grupp, ring och kropp, trots att jag egentligen har for avsikt att undvika en orgie i abstrakt
algebra i det har avsnittet. Om man ogérna vill ga ner sig i algebran kan man alltsa med foérdel igno-
rera rubrikerna och grupperingarna i listan. Det viktiga ar att listan anger de egenskaper som operat-
ionerna plus och ganger for reella (och rationella) tal har. Den anger explicit de raknelagar som galler
for sddana tal, och infor dessutom begreppet “kropp” for en algebraisk struktur som besitter dessa
egenskaper. Detta kommer vi att ha stor nytta av alldeles strax, nar vi introducerat de komplexa ta-
len: vi kommer da att visa att dessa ocksa, precis som Q och R, utgor en kropp, sa att vi kan rékna pa
”som vanligt” med komplexa tal, atminstone nar det kommer till addition och multiplikation.

En mangd X tillsammans med tva kompositionsregler + och - kallas alltsa for en kropp om de rékne-
lagar som listas ovan géller. Fran dessa raknelagar kan man harleda ytterligare réknelagar, som
foljaktligen ocksa géller i varje kropp. Nedan ges nagra sadana exempel.

Lemma. Om - &r en kompositionsregel pa en mangd X sa finns det max ett neutralt element, d.v.s.
max ett element e sddantatte - x = x - e = x for varje x € X.

Bevis. Antag att e och e’ € X b&da ar neutrala element. | sidana fall d&re = e - ¢’ = e’ dar férsta
likheten kommer av att e’ ir ett neutralt element och andra av att e dr det. Sdlunda dre = e’. [}

Hos en kropp (X, +,-) géller darfor att bade + och - har exakt ett neutralt element. Hos R &r dessa 0
respektive 1.

Lemma. Om - ar en associativ kompositionsregel pa en mangd X med neutralt element e s har varje
x € X hogst en invers, d.v.s. det finns hogst ett element y € X sadantattx -y =y-x =e.

Bevis. Antag att bade y och y' € X drinversertillx. Dddry=y-e=y-(x-y )= -x)-y' =e-
y' =y .
Hos en kropp (X, +,-) dr bada kompositionsreglerna associativa, sa varje x € X har exakt en additiv

invers (vilken betecknas —x) och varje x € X \ {0} har exakt en multiplikativ invers (vilken betecknas
-1
x).

Lemma. Om - dr en associativ kompositionsregel pa mangden X med neutralt element e sa galler att
inversen till inversen till x ar lika med x for varje x € X.

Bevis. Lat y vara inversen till x och 13t z vara inversen till y; viskalldd visaattz =x. Menx =x - e =
x-(y-z2)y=x-y) - z=e-z=2z. [ ]
-1)-1

Hos en kropp (X, +,-) géller alltsa att —(—x) = x och (x = x for varje x € X respektive

x € X\ {0}.

Sats. Om (X, +,-) dr en kropp med additivt neutralt element 0 sd dr 0 - x = 0 for alla x € X.

Bevis.0-x+0-x =(04+0):-x = 0 - x. Eftersom varje element i en kropp har en additiv invers, s
finns ocksa en additiv invers till elementet 0 - x € X. Addition avdennager0-x = 0. [ |
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Sats. Om (X, +,") arenkroppsaar(—x) -y = —(x-y) och (—x) - (—y) = x - y férvarje x,y € X.

Bevis. (x - ¥) + [(—x) - y] = (x + (—x)) - y = 0 - y = 0 vilket visar att (—x) - y &r den additiva in-
versen till x - y, och vi har visat forsta delen. Anvdndande av denna ger (—x) - (—y) = —(x .

) ==(»x)=—(-@-x))=y-x=x-y. m

Sats. Om (X, +,-) dr en kropp och x,y € X sa géller

x=0
x-y=0 — eller
y=0.

Bevis. =) Antag att x - y = 0. Om x = 0 &r vi klara. Om x # 0 s3 har x en multiplikativ invers x 1.

1.x).y=e-y=y:x_1'0:0.¢)OmVénd'
ningen ar trivial med tanke pa en tidigare sats pa den har sidan. [ |

Multiplikation av denna ger x ™1 - (x - y) = (x~

Den stora podngen &r salunda den, att om en mangd tillsammans med tva kompositionsregler upp-
fyller kraven for en kropp, sa uppfyller de vasentligen samtliga trevliga egenskaper vi dr vana vid hos
t.ex. de reella talen.

1.9.2.1 Delmdngder och drvda operationer (* forts.)

(R, +,-) och (Q, +,-) ar alltsa tva exempel pa kroppar. Notera att pluset i respektive kropp inte ar
samma. | (R, +,7) ar pluset en funktion R X R —» R, medan deni (Q, +,-) ar en funktion Q X Q - Q,
och samma sak galler for multiplikationen. Vi anvdander ddremot samma symbol, av den anledning
som ges i nasta stycke.

Eftersom varje rationellt tal ocksa ar ett reellt tal, kan tva rationella tal dels fungera som operander
till additionen och multiplikationen i R, dels som operander till additionen och multiplikationen i Q.
Naturligtvis sammanfaller dessa, sa att, t.ex., additionen av de tva reella talen 2 och 5 med plusfunkt-
ionen i R ger samma resultat som additionen av de tva rationella talen 2 och 5 med plusfunktionen i
Q. Additionen i Q@ ar med andra ord restriktionen av additionen i R till par av rationella tal, och lik-
nande for multiplikationen. Man sager darfor att Q ar en underkropp till R, eller att R ar en kropps-
utvidgning av Q.

Kroppen C av komplexa tal som vi kommer att inféra kommer att vara en kroppsutvidgning av R,
d.v.s. R kommer att vara en underkropp till C. Det betyder dels att R dr en delmangd av C, dels att
additionen och multiplikationen i R bara ar restriktionerna av motsvarande kompositionsregler i C till
par av reella tal.

1.9.2.2 Motivering (* forts.)
Vad ar da poangen med att utdka R till en dnnu storre kropp? Med andra ord, vad ar poangen med
att inféra C som dnnu ett steg i féljande lista:

NcZcQcRc(

En teoretisk forklaring, som ofta ndmns i det har sammanhanget, ar att det finns polynom med reella
koefficienter som saknar reella nollstallen. Till exempel finns det inget x € R sddant att x> + 1 = 0. |
kroppen Q ar problemet dnnu storre: det finns t.ex. inte ndgot x € Q sadant att x> = 2. | ringen Z &r
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problemet, aterigen, dnnu storre: har har inte ens ekvationen 2x = 5 nagon I6sning. I N, som inte
ens ar en grupp, far vi problem redanvid x + 5 = 3.

Daremot kan man visa att kroppen C ar algebraiskt sluten, d.v.s. varje icke-konstant polynom med
koefficienter fran C har ett nollstdlle i C. Det foljer (av den s.k. faktorsatsen) att ett polynom av grad
n i komplexa koefficienter alltid har precis n komplexa nollstallen, med multiplicitet raknat.

En kanske mer overtygande motivering ar att manga problem, som till synes inte har nagonting alls
med komplexa tal att gora, faktiskt kan I6sas med metoder fran komplex algebra och analys. Till ex-
empel kan komplex analys anvdndas till att berdkna vissa reella integraler. Listan over tillampningar
av komplex analys kan goras mycket lang, men vi kommer inte att ge sarskilt manga fler exempel har.
| stallet ger vi oss nu i kast med konstruktionen av C.

1.9.2.3 Konstruktion av kroppen C (* forts.)
Att definiera den algebraiska strukturen (C, +,-) ar i det ndrmaste barnsligt enkelt:

Definition. Lat C vara mangden av alla ordnade par (x,y) av reella tal. Elementen i C kallas for kom-
plexa tal. Om z = (z,,2z,) ochw = (w;,w,) ar tva komplexa tal, sa ar deras summa

z+w=1(z;+w;, 2z,+w,)
och produkt

ZW = (ZyWg — ZoW,,  ZiWq + ZoWy).

Eftersom ett komplext tal ar ett par (x, y) av reella tal kan det dskadliggoras som en punkt i planet
R?. Nar planet forestalls som mangden av alla komplexa tal brukar det kallas komplexa talplanet.

Som mdngd ar alltsd C = R?, men man brukar anda inte skriva just ”C = R?”. Anledningen ar att
man med C nistan alltid menar kroppen (C, +,-) medan man med R? nistan alltid menar vektor-
rummet (R?, +,-) [operationerna + och - r dar vektoraddition respektive multiplikation med skalar
— den senare ar med andra ord inte nagon multiplikation mellan vektorer], och dessa ar definitivt inte
lika — de ar ju t.o.m. tva olika sorters algebraiska strukturer.

Vi visar nu att man kan rakna “som vanligt” i C, d.v.s. att de raknelagar som géller for addition och
multiplikation av reella (eller rationella) tal ocksa géller for addition och multiplikation av komplexa
tal.

Sats. (C, +,-) ar en kropp.

Bevis. Vi behover visa alla egenskaperna som en kropp har, d.v.s. de som listades ovan. Beviset ar mycket enkelt, i de flesta
fall trivialt, men for pedanteriets skull redovisar vi det anda i detalj.

Lat x = (xq,x2), ¥y = (¥1,¥2) och z = (z4, z,) vara komplexa tal. D& har vi associativitet fér additionen, ty

G+ +z=0+yux+ty)tz=x+tyl+z, [0 +y]+2) =+ 2zl x+ [y + 2D =
=x+W+z,y,+2)=x+(y+2)

eftersom additionen i R &r associativ. Det komplexa talet (0, 0) &r ett neutralt element med avseende pd addition, ty

(0,0) +x=(0+x,0+x3) = (x1,%3) =x
x+(0,0) =(x, +0,x, + 0) = (x1,x) =x
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eftersom 0 &r ett neutralt element med avseende pa addition i R. Vidare har (x4, x,) den additiva inversen (—x;, —x;) ty

(x1,22) + (=x1,—x3) = (1 + (—x1), %, + (=x2)) = (0,0)
(=21, %) + (x1, %) = ((=x1) + 21, (=x;) + x) = (0,0)

eftersom de reella talen x; och x, har additiva inverser —x, resp. —x, med avseende pa additionen i R. (C, +) &r salunda
en grupp, och den ar dessutom kommutativ, ty

x+y=,x) + Ly2) = (G +yLx +y2) = 1+ %1, Y2 +Xx2) = 1, ¥2) + (X, %) =y +x

pa grund av att additionen i R ar kommutativ. Betraffande multiplikationen i C har vi associativitet, ty

(x-y) z= (Y1 —%2Y2 X1V +2xo01) - (71,2,) =
= (X1Y121 — X2Y221 — X1Y2Zp — X2V1Z2,  X1Y1Z2 — X2Y22Z2 + X1Y2Z1 + X2Y121)

och

X 2) =, x2) - 120 — ¥2Zo, ViZo +Y271) =
= (N1Y121 — X1Y222 — X2Y1Z2 — X2Y2Z1,  X1Y1Z2 + X1YV2Z1 + XoY121 — X2Y2Z3)

som ar identiska. Vi har dven distribution fran vanster:

X +2)=00,%) 1 +20,y,+2) = (01 +20) =002 +22), 112 +2) +2,(y1 +21)) =
= (Y1 + X120 — XpY2 — X275, X1V + X1Zp + XpY1 + Xp71) =
= (01y1 — X2¥2, X1V T x2Y1) + (421 — X225, XZp +X3z)) =x-y+x -z

Distribution fran héger visas pd motsvarande sitt. Vi har ett neutralt element, namligen (1, 0), ty

(1,0) - x=(1,0)- (e, x2) =12, =0-x3, 1-x+0-x)=x,%)=x
x-(1,0) = (x,%2) - (1,0) = (g - 1= x50, x-0+2x,-1) = (x,%5) = x.

Vi har ocksa kommutativitet:
Xy =ux) Y2 = (Y1 —%2y2, 1Yz +x01) = Xy — ¥2X2, YiXp T ¥2x1) = (1, ¥2) - (X, %) =y - x.

Nu kommer vi till den enda icke-triviala delen av beviset. Vi skall ndmligen visa att varje komplext tal forutom det additiva
neutrala elementet (0, 0) har en multiplikativ invers. Detta &stadkommer vi genom att visa att det komplexa talet

(%1, x3) # (0,0) har (x;_c:xz ,— x;:—zxz) som invers [ndgmnarna &r nollskilda eftersom det komplexa talet inte &r (0, 0)]. Detta
1 2 1 2
ar daremot trivialt:
( ) X, X, x? —x2 XX, X1 X, L.0)
X1,X2) * ,— = j— ) — — , .
Va2 422" x4+ a2 x2+x2 x%+x2 x2+x2 x?+x2
Beviset ar klart. [ |

Anmdrkning. Valet av uttrycket for den multiplikativa inversen kan forefalla godtyckligt, och lasaren kanske undrar om det
finns fler inverser till (x4, x,). Svaret r "nej”, eftersom vi just visat att (C, +,-) &r en kropp och i en kropp &r den multiplika-
tiva inversen alltid entydigt bestamd.

1.9.2.4 R dr en underkropp till C (* forts.)

Vi visar harnast att R ar en underkropp till C, sa att varje reellt tal ar ett komplext tal. Den noggranne
lasaren har nog redan stéllt sig fragande till hur detta ens ar mgjligt, med tanke pa att varje komplext
tal ar ett par av reella tal, och inget sadant par kan ju vara exakt samma sak som ett reellt tal, per
definition. Podngen &r i stillet att de komplexa talen pa formen (x, 0) beter sig exakt som de reella
talen; mer precist géller detta om vi identifierar varje reellt tal x med det komplexa talet (x, 0). For
att inse detta, notera bara att

(x1,0) + (x2,0) = (x1 + x,0)
(x1,0) - (x2,0) = (x1x,0).
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sa att den komplexa summan av x; och x, ar lika med den vanliga reella summan x; + x,, och ana-
logt for produkterna.

L&t R vara mangden av de komplexa talen pa formen (x;, 0). Vi ser att restriktionen av additionen
och multiplikationen i C till par av element i R &r funktioner R x R — R, och det &r ocks3 litt att se
att t.ex. de tva neutrala elementen i C samt alla additiva och multiplikativa inverser till elementen i R
ocksa finns i R. Det foljer darfor att R &r en underkropp till C.

Som namnt ovan beter sig R precis som R — enda skillnaden &r att elementen skrivs (x, 0) i stallet for
x. Med ett fint ord ar kropparna R och R isomorfa, vilket i princip betyder att de ar identiska s nar
som pa att elementen betecknas® olika. Det ar i den meningen som R &r en “underkropp” till C.

Om x € R kommer vi hddanefter att skriva kort och gott x dven nar vi betraktar det som ett kom-
plext tal (och darfor egentligen menar (x, 0)). | det komplexa talplanet hittar vi salunda de reella
talen langs x-axeln.

1.9.2.5 Notationen a + bi (* forts.)
Vi infér beteckningen

i:=(0,1)
for det speciella komplexa talet (0, 1) och noterar att
i?=i-i=(0,1)-(0,1) =(-1,0) = —1.

Det komplexa talet i, som saledes har den exotiska egenskapen att dess kvadrat &r lika med det re-
ella talet —1, kallas for den imagindra enheten. Vi noterar ocksa att ett godtyckligt komplext tal
z = (zy1, z,) pa ett unikt satt kan skrivas

z = (24,23) = (21,0) + (0,2,) = (2,0) + (2,,0) - (0,1) = z; + 2z, - i.

Vi kommer i fortsattningen alltid att skriva komplexa tal pa det sattet. z; kallas for talets realdel; z,
kallas for talets imagindrdel. Lagg marke till att bada ar reella tal. | fortsattningen kommer vi att ute-
lamna multiplikationstecknet vid multiplikation mellan komplexa tal (precis som vi gér for reella tal).
Vi skriver alltsd z; + z,i. Vi infor ocksa beteckningarna

Rez = z;
Imz = z,;

Re och Im ar som synes funktioner C — R. Precis som de reella talen finns langs x-axeln i det kom-
plexa talplanet, sa hittar vi de s.k. rent imagindéra talen bi (b € R) langs y-axeln. Ett komplext tal z ar
reellt omm Im z = 0, det ar rent imagindrt omm Re z = 0.

1.9.2.6 Konjugering och belopp (* forts.)
Omz = a+ bi (med a, b € R) sa definieras vi konjugatet Z = a + bt = a — bi. Konjugering ar alltsa
en funktion C — C, tydligen en involution (d.v.s. den ar sin egen invers). Notera att

R _z+Z I _Z—Z_
ez = > mz = T

2 Datoranalogi: Olika teckensnitt men samma kodpunkt?!
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Det ar vidare en enkel 6vning att visa att

Z+w=ZzZ+w, W =2Z W
och
Zz = (Rez)? + (Imz)%.

Vi infor slutligen beloppet

|z| = VZz = \/(Re 2)2 + (Im z)2

som ar en funktion C — [0,00[ med |z]| = 0 & z = 0.0m z = a + bi = (a, b) &skadliggors i det

komplexa talplanet ar |z| alltsa avstandet till origo. Vi har
lzw| = |z| lw],  |z+w| < |z] + |w]

dar olikheten gar under namnet triangelolikheten; namnet kommer forstas fran den geometriska
bilden (vilken?).

1.9.2.7 En smak av komplexitet (* forts.)

Lat oss nu antligen prova var nya kropp. Precis som for reella tal infér vi den binara operatorn — (mi-
nustecken) som en kortform fér addition med den additiva inversen, och division (och brakstreck)
som en kortform for multiplikation med den multiplikativa inversen. Eftersom C ar en kropp kan vi
rakna “som vanligt” med de komplexa talen. Om vi dessutom anvander notationen a + bi for det
komplexa talet (a, b), sa ar egentligen det enda vi behéver komma ihag att i? = —1.

Exempel

i+(2+3)(5—i)=i+10—2i+15i—3i2 =i+ 10 — 2i + 15i + 3 = 13 + 14i.

Vid division av komplexa tal ar férlangning med namnarens konjugat den sedvanliga vigen att ga:

Exempel

5+2i 5+2i 3+i (5+20)(3+i) 15+5i+6i—2 13+11

3—i 3—i 3+i 10 10 o~ 3t Lu

dar en rad egenskaper hos kroppen C anvandes implicit (precis som vi anvander dem utan att tanka
pa dem nar vi rdknar i R). Som 6vning kan ldsaren med foérdel verifiera i detalj att rdkningarna ovan
ar korrekta och helt i enighet med konstruktionen av kroppen C.

Detta avslutar var ergie--abstrakt-algebra formella introduktion till de komplexa talen. Harnast skall
vi studera de geometriska tolkningarna av de komplexa talen och de tva operationerna + och - p3
dem.

1.9.3 Geometriska tolkningar

Ett komplext tal a + bi kan som bekant illustreras med en punkt i planet R?. | sjilva verket rader ju
ett 1-1-férhallande mellan de komplexa talen a + bi och punkterna (a, b) i planet. Ett komplext tal
a + bi kan darfor ocksa representeras som den vektor (pil) som bérjar i origo och slutar i punkten
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(a,b). Med det askadliggérandet foljer det direkt av definitionen av kompositionsregeln + att sum-
man av tva komplexa tal erhalles genom vektoraddition (se vanstra bilden):

| bilden ovan, till vanster, arz =3 +i,w = 1 + 4i och summan z + w = 4 + 5i. Notera att vekto-
rerna for z och z + w startar i origo och darmed verkligen pekar pa talen z respektive z + w i det
komplexa talplanet, medan vektorn w ar forflyttad for att illustrera (vektor)additionen, och alltsa inte
pekar pa talet w.

Per definition &r |z| avstandet fran origo till det komplexa talet z € C, d.v.s. langden av vektorn fran
origo till z. | bilden ovan illustreras mycket tydligt triangelolikheten |z + w| < |z| + |w| samtidigt
som det torde framga varifran namnet pa olikheten kommer. Om z = a + bi (a, b € R) definieras
vidare det komplexa konjugatet som talet Z = a + bt = a — bi. Vektorn Z erhalles tydligen fran z
genom spegling i den reella axeln, se bilden ovan till hoger.

Ovningar
Lat z = a + bi ochw = ¢ + di vara komplexa tal (a, b, c,d € R).

1. Visaatt

a. Rez=

b. Imz = .
21

2. Visa att
a. z+w=zZ+w
b. zZw=2Z-w
3. Visaatt
a. z=12z
b. |Z] = |z|

4. Visaattzz = |z|?.
5. Visaatt

a. |zw| = |z||w]
z| _ 12l

wl = wl
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1.9.3.1 Poldr form

For att ange en punkt i planet kan man forstas ange punktens kartesiska koordinater x och y. Men
man kan ocksa ange avstandet till origo samt den vinkel som punktens ortsvektor bildar med positiva
x-axeln (rent av modulo 27). Pa detta satt introduceras ocksa de poldra koordinaterna (p, @) for
punkten med de (vanliga) kartesiska koordinaterna (x, y). Mer precist 4r sambandet

X =pcosqQ
y = psing.

Detta samband kan (bér) tolkas som en funktion [0, 0] X R — R?, (p, @) = (x,y). Den ar forstas
inte injektiv: dels svarar alla koordinater (p, ¢) med p = 0 mot origo, dels ar ¢ bara bestamd av
(x,y) # (0,0) sa nar som pa heltalsmultipler av 27. Restriktionen av avbildningen till R* x [0,27[,
sag, ar injektiv och “néstan” surjektiv: virdemangden ar R? \ {(0,0)}. | samtliga fall &r

x% +y? = p?cos? ¢ + p?sin? ¢ = p?

sa att avstandet till origo

p= 5y

(hor och hapnal). Eftersom komplexa tal identifieras med punkterna i planet, kan ett komplext tal

z = a + bi ocksa anges pa polar form. Avstandet till origo, p, ar i sddana fall inget annat dn beloppet
|z| = Va? + b2. Vinkeln @ [eller, rattare sagt, ndgon sadan vinkel] kallas for talets argument, och &r
bara bestamt av talet modulo 27. Vi har forstas sambandet

z=a+ bi = p(cose + ising).

1.9.3.2 Den komplexa exponentialfunktionen
Exponentialfunktionen exp: x — e* ar bekant sedan tidigare. Det ar en funktion som tar in och ger
ifrdn sig reella tal: exp: R - R™.

Inom amnet som kallas komplex analys brukar man utvidga de elementéra funktionerna (sin, cos,
exp, In, arcsin, ...) sa att de dven blir definierade for icke-reella komplexa tal. Man utvidgar alltsa
funktionernas definitionsméangder, sa att de blir storre (men for tillatna reella tal beter sig dessa nya
funktioner precis som forut). Det ror sig med andra ord om rena definitioner: man bestammer vad
som menas med t.ex. sinus for ett icke-reellt komplext tal, sa att man ger mening at uttryck sdsom
sin 2i och sin(5 — i).

Nar det galler definitioner finns det strangt taget inget “ratt” eller “fel”. Man skulle t.ex. kunna defi-
niera sin z, fér z € R, som enhetsmatrisen av storlek 27 X 27 om z:s imaginardel ar en heltalsmulti-
pel av 5, och som Petersengrafen i annat fall. Detta vore emellertid av foga nytta. | stdllet definierar
man sin z for komplext z pa ett sadant satt att den erhallna komplexa funktionen blir en “naturlig”
(och anvandbar) generalisering av den reella sinusfunktionen.

Nastan inget av detta kommer att behandlas i den har boken, utan ldsaren hanvisas till sympatisk
litteratur i just amnet komplex analys. Det enda vi kommer att bekymra oss for har, ar hur just expo-
nentialfunktionen exp: R — R* kan utvidgas till C. [Detta kommer ocks3 att vara grunden fér hur
alla de andra elementara funktionerna utvidgas, men — aterigen — det ar inget vi behandlar i den har
texten.]
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Det visar sig att det i sdrklass mest “naturliga” sattet att géra denna utvidgning pa ar att forst defini-
era

e = cosx +isinx

for varje x € R. Notera att hogerledet, ett komplext tal, dr valdefinierat eftersom bade real- och
imagindrdelen ar definierade sedan tidigare: det ror sig ju om de gamla hederliga reella trigonomet-
riska funktionerna, eftersom x € R. Vi har nu utvidgat exp till att ocksa vara definierat fér rent ima-
gindra tal. For ett godtyckligt komplext tal z = x + iy satter vi slutligen

e? = et := e*(cosy + isiny)

dar e* i hogerledet &r den gamla vanliga, reella exponentialfunktionen; notera att detta stimmer
6verens med definitionen av e, y € R, tidigare (satt x = 0).

Vi har nu utvidgat exp till hela C. Den "nya” definitionen av eZ éverensstimmer med den gamla om
z € R, forisadanafall arjuz = x + 0i med x € R s att

e? = e*¥*0l = ¢¥(cos0 +isin0) = e*(1+i-0) = e*

dar hogerledet ar den vanliga reella exponentialfunktionen. Det ror sig alltsd om en utvidgning av
den reella exponentialfunktionen, och alltsa inte en "helt ny” funktion. [Om sa inte vore fallet, skulle
det vara forfarligt dumt att anvianda samma symboler (exp samt x +— e*) fér bada funktionerna.]

Den naturliga fragan ar nu, forstas, varfér vi utvidgar pa just det héar sattet; det finns naturligtvis
manga andra funktioner definierade pa C, sddana att deras restriktioner till R sammanfaller med den
reella exponentialfunktionen. Svaret ar att den erhallna komplexa funktionen, definierad pa hela C,
delar manga egenskaper som den reella exponentialfunktionen, definierad pa R, besitter. Vi kommer
att stota pa flera av dessa framover.

1.9.3.2.1 Inledande egenskaper hos den komplexa exponentialfunktionen
Den komplexa exponentialfunktionen ar en funktion C — C \ {(0,0)}. For att inse detta, notera helt
enkeltattom z = x + iy sa ar

e? = e*(cosy +isiny)

inget annat dn det komplexa tal som har belopp e* > 0 och argument y € R. Vi kan redan hér se
den forsta stora anvandningspotentialen for den komplexa exponentialfunktionen: den kan anvandas
for att mycket kompakt ange det komplexa tal z = re'? som har belopp € [0, o[ och argument ¢.

Fér rent imagindra tal z = 0 + iy, y € R, har vi férstés |e?| = |e”| = |cosy + isiny| = 1, eftersom
cosy + isiny ar en punkt pd enhetscirkeln.

1.9.3.2.2 Algebraiska egenskaper hos den komplexa exponentialfunktionen
Nu skall vi ge forsta exemplet pa egenskaper hos den reella exponentialfunktionen vilka ocksa géller
for den komplexa. Vi har namligen

Sats. Om z ochw € C sd dr eZe% = e?*V,

Bevis. Omz =a+ biochw=c+dila,b,c,d € R]saar
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e?eV = edtbigc+di — oa(cosh + isinb)e(cosd + isind) =
= e®(cosbhcosd +icosbsind + isinbcosd —sinbsind) =
= e%*¢(cosbcosd —sinbsind + i(sinb cosd + cosbsind)) =

= e%(cos(b + d) + isin(b + d)) = ed*c+b+di — pztw
som Onskat. n
Speciellt far vi
(e7)? = e%e? = %*7 = 27

och mer allmant (med induktion) har vi

Féljdsats. Om z € Cochn € Z* s§ ar (e?)™ = e™2,

Aven for nollskilda komplexa tal ar det naturligt att definiera z® = 1 ochz™" = 1/z" férn € Z*.
Eftersom

eZe % = oZz+(-2) = o0 — 1

foljer det att

De tva senaste observationerna medfor att vi i sjalva verket har

Foljdsats. Om z € Cochn € Zsa ar (e*)"™ = e™.

Observera emellertid att satsen inte géller for exponenter som inte ar heltal. Vi har ju inte ens defini-
erat vad som menas med ett (allmant) komplext tal upphojt till nagot som inte ar ett heltal! Vi kan
inte heller anvanda t.ex. z% = e"!"Z eftersom vi inte har definierat In z fér z € C \ R*!

1.9.3.3 Geometrisk tolkning av multiplikation
Vi kan nu ocksa ge en geometrisk tolkning av kompositionsregeln - (multiplikationen) pa C. Om

z=re? ochw = ge¥! [medr,q = 0 och ¢,1) € R]sdarju
2w = re®ige¥! = rqe®e¥ = rq el@+)i

d.v.s. produkten av tva komplexa tal z och w ar det komplexa tal vars belopp ar produkten mellan
beloppen hos z och w och vars argument ar summan av argumenten hos z och w: gangra beloppen
och addera argumenten.

Speciellt inser vi att produkten av tva komplexa tal som bada ligger pa enhetscirkeln, ocksa ligger pa
enhetscirkeln.

Vi har ocksa
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d.v.s. kvoten mellan tva komplexa tal z och w ar det komplexa tal vars belopp ar kvoten mellan be-
loppen av z och w och vars argument ar differensen mellan argumenten hos z och w: dela beloppen
och subtrahera argumenten.

1.9.4 Eulers formler
Fran definitionen av den komplexa exponentialfunktionen har vi

e = cosx +isinx
for varje x € R. Vi har forstas ocksa
e ™ =cosx—isinx

eftersom cosinus ar jdmn medan sinus ar udda. Genom addition resp. subtraktion av dessa ekvat-
ioner ser vi att
eix + e—ix eix _ e—ix
cosx = ———, sinx = ————
2 21
som kallas for Eulers formler. Notera att hogerleden ar reellvarda trots att de involverar icke-reella
exponentialfunktioner. Vi kan redan nu ge ett férsta exempel pa hur man med komplex algebra och
analys kan |6sa reella problem. Aven om problemet nedan mycket val kan 16sas utan inblandning av
komplexa tal, sa ar I6sningen som presenteras har anmarkningsvart kort och smidig.

Exempel

5

Skriv sin® x som en summa av (rena) sinus- och cosinustermer.

Lésning: Med Eulers formler, binomialsatsen och Pascals triangel har vi

. eix _ e—ix 5 eSix _ Se3ix + 10€ix _ 1Oe—ix + Se—3ix _ e—Six
sin" x =|\——— = =
21 32i

_1_6' 21 _1_6' 20 t3 20 -
= L. 5 > 3x + —si
—16sm X 16sm X 8smx.

1.9.5 Polynomekvationer med komplexa rotter

Algebrans fundamentalsats siger att ett polynom av grad n € Z* med komplexa koefficienter har
minst ett komplext nollstalle. Med hjalp av den s.k. faktorsatsen foljer att ett sddant polynom i sjalva
verket har precis n nollstéllen, raknat med multiplicitet. Losning av polynomekvationer med icke-
reella koefficienter eller rotter fungerar i stort sett likadant som 16sning av motsvarande reella pro-
blem, sa nar som pa vissa kritiska steg. Lat oss forst bekanta oss med de tre icke-triviala typfall som
erhalles efter kvadratkompletteringen vid 16sning av andragradsekvationer.

Exempel (positivt hogerled)
Los ekvationen x2 = 9.

Lésning: x?> =9 © x = +3.
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Exempel (negativt hogerled)
Los ekvationen z%2 = —9.

Losning: z? = -9 © z = +3i.

(I det har fallet ar det mycket latt att inse rent geometriskt att +3i ar de enda rotterna till ekvation-
en. Tank bara pa den geometriska tolkningen av multiplikation.)

Exempel (icke-reellt hogerled)
L6s ekvationen z2 = 2 +i.

Lésning: Sattz = a + bi [a,b € R], sd att z2 = (a + bi)? = a? + 2abi — b? = a? — b? + 2abi.

Vi har da
2=2+4i —b%+2abi=2+i —
aZ b2:
— —
{Zab 1
1
b0 { —b2—2 4—bz—bz_2
— — 1 —
=%
1/4 — 194—2192 b* +2b%2 =1/4
— — _1 —
“=2
(b2+1)2—1—1/4 b2 =—-1++5/2
— — 1 —
" 2b
b=+ [V5/2—-1
beR { _—1+\/—/2 —\)\/—/
— — 1
a=+

svar: z2=2+4i & z=+|—m—+ /\/3/2—11' :
V5/2-1

2

| sista steget i I6sningen ar det underforstatt att samma tecken (+ eller —) valjs pd bada raderna
(d.v.s. for bade b och for a). Notera ocksa att det av den andra ursprungsekvationen 2ab = 1 féljer
att bade a # 0 och b # 0. Den har metoden, dar vi ansatter att z = a + bi, kan forstas anvanda i
samtliga av de tre exemplen ovan. Daremot ar det bara i sista exemplet som det verkligen behovs
(de tva tidigare ar triviala).

Ett vanligt fel

Ett mycket vanligt férekommande fel ar att studenter skriver roten ur negativa eller icke-reella tal.
Betrakta t.ex. féljande I6sning pa det andra typexemplet ovan (negativt hogerled):
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Los ekvationen z2 = —9.
Losning (inte bra): z?> = -9 & z=+V/-9=+3i.

Problemet med den har I6sningen ar att symbolen ”v/—9” inte &r definierad. Ingenstans i dokumen-
tet ovan, eller i de grundlaggande universitetskurser i matematik i vilka forfattaren har undervisat,
definieras vad som menas med roten ur ett negativt reellt tal. Och om det inte ar kant vad en symbol
betyder, sa kan man forstas inte resonera med den.

Det &r i och for sig mojligt att utvidga kvadratrotsfunktionen till hela R genom att definiera v—x = xi
for varje x > 0. Pa sa satt blir alltsd va, for varje negativt a, det entydigt bestimda komplexa tal pa
den positiva imaginara axeln vars kvadrat ar a. Men eftersom detta inte har gjorts tidigare i det har
dokumentet, eller i nagon av de ndmnda kurserna, maste det i dessa sammanhang riaknas som ett fel

att anvanda symbolen va om a € [0, oo|.

Ett i nagon mening varre fel ar nar studenter skriver roten ur ett icke-reellt tal, som i nedan ”I6sning”:
Los ekvationen z2 = 2 + i.

“Lésning”: z? =240 & z=+V2+I1.

Ett problem, aterigen, ar att vi inte definierat vad som menas med roten ur ett icke-reellt tal. Och hér
ar det faktiskt mindre uppenbart hur det skulle goras. Det finns forstas exakt tva olika komplexa tal,
vars kvadrat ar 2 + i. Vilken av dessa skulle symbolen /2 + i representera? Vidare, &ven om man gor
nagot slags rimligt val av vad vz betyder for z € C i allménhet, s &r det ganska uppenbart att ”sva-
ret” z = ++/2 + i pa uppgiften ar valdigt implicit: i princip sager man ju da bara att z ar ett av de tva
tal som kvadreras till 2 + i, vilket ju star redan i uppgiften. | den riktiga I6sningen ovan far vi i stallet
fram tva tal pa formen z = a + bi, vilka ar explicita bestamningar av de tva l6sningarna.

Nu har vi sett hur vi behandlar fallen z? = a fér alla a € C. Vi kan da ge exempel pa allmédnna and-
ragradsekvationer, vilka pa vanligt sitt 6verfors till formen z? = a genom den ddla konsten kvadrat-
komplettering. Forst ger vi ett exempel pa en polynomekvation av grad tva med reella koefficienter,
fast icke-reella rotter. Sedan ger vi oss i kast med en som dessutom har icke-reella koefficienter.

Exempel

Los ekvationen x? — 2x + 8 = 0.

Lésning:
x2—-2x+8=0 — (x—12+7=0 —
— (x—-1)?2=-7 — x—1=+7i =
— x=1+7i.

Svar: x2—-2x+8=0 < x=1++7i.
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Exempel
Los ekvationen x? + (1 + i)x = 2 + i.
Lésning:
1 i 2 1 i\?
2+ A+Dx=2+i — x+(—+—> —<—+—> =2+ =
2 2 2 2
FEeD) 224l
[ — — = —1.
*T\272 2"
Med
e anh
w X E E—a l
har vi salunda ekvationen
2 3. 2 2 . .
w :2+51 — a“—bc+2abi=2+=i —
9
a® —b* =2 a?———=2
— 3 — 16a —
2ab=§ _i
" 4q
( 9
a4—1——2a2 a4—2a2—1—=0
— < 6 — 3 6 —
9 25
(a2—1)2—1—E=0 (a2_1)2:1_6
— < 3 — 3 —
b=— b=—
4a 4a
5 5
a?—1=+- a?=1+-
— < 4 — 3 4 —
b:_ b:—
4a 4a
) 9 3
a =12 a=i§
<b— 3 b—+1
" 4a 2
Vi har darfor
—+(3+1'>
w=+ > 21
och darmed
+1+i—+(3+1'>
R R R
som ar ekvivalent med
x=1 eller x=-2—1.
Svar: x?+(1+i)x=2+i < =x€{1,-2-i}.
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En ekvation av typen z™ = w dirn € Z* och w € C &r givna l6ses med fordel pa polar form.

Exempel
L6s ekvationen z° = 1 + +/3i.
Lésning: P& polar form ar 1 4+ v3i = 2e™/3. 0m z = re'? har vi darfor
z5=1++/3i — r5e5ip = 207/3 —
=%z r=32
— T 21

T
5 =—+n-2m = e il
$=3 P=15tn g

Ekvationens fem l6sningar ges tydligen forn = 0,1, ..., 4 (varfér?) och dessa ar (se vanstra bilden)

5 mi/15 5 7mi/15 5 13mi/15 5 197mi/15 5 25mi/15
V2e ) V2e ) V2e ) V2e . V2e .

Exempel

L6s ekvationen z100 = 1.

Lésning: Med z = re'? har vi

4100 _ 1 — 7100 ,100ip _ 1,00 —_
r=1
{ r100 — q { T ,
100 =0 +n-2m §0_100 .
Svar: 710 =1 &= z=ce100?™ férnagotn=0,1,..,99 (hdgra bilden).

De n rotterna till ekvationen z™ = 1 kallas for de n:te enhetsrétterna. De &r alltid jamnt utspridda pa

enhetscirkeln: féljden (¢, )?Z3 definierad av @), = (k/n) - 2 &r ju aritmetisk med differens 27 /n.
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1.10 Mer om polynom

1.10.1 Polynomdivision
Om p ar ett polynom s3 ar

p(x) = apx™ + ap_1x™" 1+ -+ a;x + ag

for ndgot n € N och ndgon féljd ay, a4, ..., a,, av koefficienter. Om a,, # 0 sdges n =: degp vara gra-
den av polynomet p. Om a,, = 1, d.v.s. om koefficienten framfor hogsta termen ar 1, sages polyno-
met vara moniskt. Man kan visa att, givet tva polynom p och ¢ med degp > deg q [speciellt ar bada
nollskilda] finns det alltid entydigt bestamda polynom k och r sddana att

p(x) = k(x)q(x) + r(x), degr < degq eller r(x) =0.
For nastan alla x € R kan denna ekvation skrivas

x r(x
PE) o, T
q(x) q(x)
vilket torde motivera det faktum att polynomen k och r kallas for kvoten respektive resten nar p
divideras med q. Polynom fungerar alltsa mycket som heltal.

Exempel
Vi har

52—3+ 4
16 16

d.v.s. 3 dr kvoten och 4 ar resten da 52 delas med 16. Notera att 4 < 16.
Vi har ocksa

x4+x3—3x2+2_ 5 - 5x + 4
x2+2x+1 XX x2+2x+1

d.v.s. x2 — x — 2 ar kvoten och 5x + 4 ir resten da x2 + x3 — 3x2 + 2 delas med x2 + 2x + 1. No-
tera att deg(5x + 4) = 1 < 2 = deg(x? + 2x + 1).

* Inom den abstrakta algebran sdger man att ringen Z av alla heltal delar manga egenskaper med
ringen K[x] av alla polynom med koefficienter fran en godtycklig kropp K. Speciellt delar ringen R[x]
(eller C[x]) manga egenskaper med ringen Z.

Divisionsalgoritmen som anvands vid division av heltal (och som ofta kallas for ”liggande stolen” eller
"trappan”) fungerar ocksa nastan oférandrad for division av polynom; siffrorna i heltalet svarar da
mot termerna i polynomet.

Om p(x) = 0 for nagot x € R [eller C] sa sdges x vara ett nollstdlle till polynomet. Faktorsatsen sa-
ger att a ar ett nollstalle till ett icke-konstant polynom p om och endast om x — a ar en faktor ip,
d.v.s. om och endast om det finns ett polynom g saddant att p(x) = (x — a)q(x). | sadana fall &r for-
stds degq = degp — 1 och polynomdivision ger att kvoten mellan p och x — a dr g med rest lika
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med nollpolynomet. Faktorsatsen och polynomdivision kan darfér anvandas for att |l6sa manga poly-
nomekvationer med polynom av hégre grad dn 2, om man kan gissa nagon rot.

Exempel
Los ekvationen x3 4+ 2x% — 5x 4+ 2 = 0.

Lésning: Lat p(x) beteckna polynomet i vansterledet. Vi ser direkt att p(1) = 0, sa x — 1 maste
vara en faktor i p(x). Polynomdivision ger

x3+2x2—5x+2=(x—1)(x*>+3x—-2)

s3 de dvriga nollstillena till p(x) maste vara nollstillena till x? + 3x — 2. Men

2

5 3 9
x*+3x—2=0 — (x+z) —Z—Zz —
312 1 3 V17
— <x+—) = — — X+=-—=+— —
2 4 2
3 17
= xX=——-t——
2 2
Svar: x3+2x?—-5x+2=0 & xE{l,———g,—%+g}

Antag att p &r ett polynom och att p(a) = p(b) = 0 fér a # b. Eftersom p(a) = 0 ger faktorsatsen
att p(x) = (x — a)q(x) for nagot polynom q. Eftersom p(b) = 0 har vi darfér (b — a)q(b) = 0 och
med tanke pa att a # b sa maste g(b) = 0. Faktorsatsen ger dirmed att g(x) = (x — b)w(x) for
nagot polynom w. Salunda ar p(x) = (x — a)q(x) = (x — a)(x — b)w(x) sa att i sjdlva verket

(x —a)(x — b) ar en faktor i p.

Exempel
Los ekvationen x* + x3 —2x2 —x+1=0.

Lésning: Vi ser direkt att x = 1 och x = —1 ar |8sningar till ekvationen, sd bade x — 1 och x + 1
maste vara faktorer i polynomet i vinsterledet. Alltsd maste (x — 1)(x + 1) = x? — 1 vara en faktor.
Polynomdivision ger

xt+x3—2x2 —x+1=(x*>-1D*+x-1)

dar nollstéllena till kvoten x? + x — 1 ges av

2
1 1
x> +x—1=0 — <x+z) —z-1=0 =
(e+3) =3 R
= -] =-— = —-—= T — —
*T2) 7% g =2
1.5
— % ===ar=—
27 2
Svar: x*+x3-2x*-x+1=0 xe{—l,l,—l—\/;,—%+§}
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Exempel

L6s ekvationen x* + x3 — 12x2 + 17x — 7 = 0.

Lésning: Provning ger att x = 1 ar en rot, sa x — 1 ar en faktor. Polynomdivision ger
x*+x3 —12x2+17x -7 = (x — 1)(x3 + 2x% — 10x + 7).

Provning ger att x = 1 ar ett nollstalle dven till kvoten, som alltsa ocksa innehaller faktorn x — 1.
Polynomdivision ger

x34+2x2 —-10x+7=(x—1D(x%?+3x = 7).
Darfor ar
x*+x3—12x2+17x -7 = (x — 1)?(x? + 3x — 7).

For att finna nollstallena till den sista kvoten anvander vi kvadratkomplettering, som vanligt:

) 3y 9
x“+3x—7=0 — (x+z) —Z—7= —
3\2 37 3 V37
— (x+—) =— — X+=-—=+—— —
2 4 2
3 37
— x=—-"+—.
2 2
Svar: x*+x3—-12x*+17x—-7=0 & xe{l,—%—g,—%+g}

1.10.2 Polynom med reella koefficienter

Ett polynom med enbart reella koefficienter kan som bekant mycket val sakna reella I6sningar. Ett
exempel ar x? = 1 med l6sningarna x = +i. Har far vi i stillet ett par av komplexkonjugerade tal,
d.v.s. det enda talet (—i) ar det komplexa konjugatet av det andra (4i) och tvartom. | ett tidigare
exempel sag vi att

x2—2x+8=0 & x=1++7i.
Aven dér har vi ett par av komplexkonjugerade tal som Idsningar. A andra sidan har vi sett att
+(1+dx=24+i < =x€{1,-2-i}

Har forekommer 16sningen —2 — i inte tillsammans med sin komplexkonjugerade partner =2 + i,
men polynomet hade ju har inte heller reella koefficienter. Om ett polynom har reella koefficienter
ar det emellertid alltid sa att icke-reella 16sningar forekommer i komplexkonjugerade par, vilket f6l-
jande sats visar.

Sats. Om p ar ett polynom med reella koefficienter och p(a@) = 0 sa ar ocksa p(a) = 0.

Bevis. Lt p(z) = Y}_, a,z* dar varje a; € R. Vihar da
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n n n n n
P@ =Y @@= aak=y Grak=y aak =y aat=p@=0=0
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
darvianvant att a; = a; ty a; € R. ]

Exempel
Los ekvationen x* — 4x3 4+ 5x%2 —4x 4+ 4 = 0.

Lésning: Provning ger att i ar ett nollstalle till polynomet (med reella koefficienter) i vansterledet.
Darfér maste ocksa —i vara ett nollstalle. Salunda maste polynomet innehalla bada faktorerna x — i
och x + i, och didrmed dven (x — i) (x + i) = x> + 1.

Polynomdivision ger
x*—4x3 +5x2 —4x+4 = (x2 + 1) (x? — 4x — 4).
Nollstallena till kvoten ges av
x2—4x—4=0 — (x—2)2=0 — x=2.

Svar: x*—4x3+5x? —4x+4=0 < x€{2,i,—i}.

Mer allmént, om ett polynom p(x) med reella koefficienter har a € C som ett nollstille, sa har det
aven @ som nollstalle. Det innehaller da dels faktorn x — «, dels faktorn x — @. Det innehaller alltsa
faktorn (x — a)(x — @). Denna faktor &r faktiskt alltid ett andragradspolynom med reella koefficien-
ter, ty

x—a)(x—a)=x*>—(a+a@)x +aad =x*— (2Rea)x + |a|?
som &r ett polynom med reella koefficienter 1, —2 Re a och |a|?.

1.10.3 Faktorisering av polynom
Algebrans fundamentalsats och faktorsatsen sdager som bekant att ett polynom

p(x) = apx™ + ap_1x" T+ + a;x + aq

av grad n € Z* med komplexa koefficienter har precis n komplexa nollstéllen, raknat med multiplici-
tet. Om vi betecknar dessa med a4, a5, ..., @, [dar alltsa tva tal i féljden tillats vara lika] har vi dessu-
tom

p(x) = an(x — a))(x — az) -+ (x — ap),

d.v.s. polynomet kan faktoriseras i n stycken moniska forstagradspolynom. Denna faktorisering ar
vidare i unik sa nar som pa ordningen mellan faktorerna. Man kan jamféra med fullstandig faktorise-
ring av positiva heltal i primtalsfaktorer: den faktoriseringen ar ocksa unik sa ndr som pa ordningen
mellan faktorerna. (Detta ar aritmetikens fundamentalsats.)

Ett polynom med reella koefficienter kan inte alltid skrivas som en produkt av reella forstagradspoly-
nom (t.ex. x? + 1). Ddremot féljer det (hur?) av resultaten i férra avsnittet att ett reellt polynom
alltid kan skrivas som en produkt av reella faktorer av grad < 2.
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Exempel

Tidigare i kapitlet har vi insett att

x2—2x+8=(x—1—\/7i)(x—1+\/7i)
X2+ +D)x—2—-i=(x-Dx+2+1i)

x3+2x2—5x+2=(x—1)<x+§+ﬁ><x+§_ﬁ>

2 2 2 2
1 5 1 5
xt+xd -2 —x+1=(-DE+D|x+z+—=]||x+z——=
2 2 2 2
3 37 3 37
x4+x3—12x2+17x—7=(x—1)2<x+§+7><x+5—7>

x*—4x3 +5x2 —4x+4=(x?+1D)(x—2)?=(x—i)(x+i)(x — 2)2.

Faktorisering ar i allmanhet ett svdrt problem (trots att vi inte markt av det, tack vare val valda ex-
empelpolynom). Till exempel dr det knappast en enkel sak att inse att

x*+2x3% —4x? —6x +3 = (x +V3)(x —V3)(x + 1+ V2)(x + 1 - V2).

Annu svarare att faktorisera &r t.ex.

x% 4+ 2x* —3x3 +x%2+2x— 1.
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1.11 Hyperboliska funktioner
Vi har sett att Eulers formler for sinus och cosinus féljer av definitionen av den komplexa exponenti-
alfunktionen exp: C - C \ {0}. Eulers formler lyder, som bekant,

eix _ e—ix eix + e—ix
sinx = ———, CoSx = ——
2i 2
Trots att den komplexa exponentialfunktionen ger ifran sig allmanna komplexa tal, sa blir linjarkom-
binationerna i hogerleden inget annat dn de vanliga reella trigonometriska funktionerna. Om man tar

bort alla forekomster av den imaginara enheten i de tva uttrycken ovan erhaller man

_e_x ex+e—x
2 ’ 2

Har &r det alltsd den vanliga, reella exponentialfunktionen exp: R — R* som figurerar. Dessa tva
uttryck forekommer sa pass ofta bade inom ren matematik och inom tekniska och vetenskapliga till-
lampningar att de har fatt speciella namn.

Definition. Sinus och cosinus hyperbolicus, sinh respektive cosh, ar de funktioner R = R som definie-
ras av

b e*—e b eX+e ™
sinhx = ——, coshx = ——
2 2

Sina namn har funktionerna forstas fatt av likheten med de trigonometriska funktionernas uttryck i
Eulers formler. Nedan visas graferna till cosh och sinh:

H
q

= N W A U1 OO N ®© O

1
-2
-3
-4
5
6
7
-8
9

y = sinhx y = coshx

Grafen till cosinus hyperbolicus bér vara bekant. Det dr namligen den form som en kedja far nar den
hanger fritt i ett konstant tyngdkraftsfalt (t.ex.). Direkt fran definitionerna ser man att cosh och sinh
ar obegransade funktioner, att sinh dr udda och strangt vaxande och att cosh &r jamn och nedat be-
gransad (rent av positiv).
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Vi infor ocksa tangens och cotangens hyperbolicus via

samt sekant och cosekant hyperbolicus via

cschx = — .
coshx’ sinh x

sechx =

Eftersom cosh x aldrig ar noll &r tanh definierad pa hela R, precis som sech. Daremot &r coth och
csch tydligen definierade bara pa R \ {0}. Nedan visas graferna till tanh, coth, sech och csch.

)

y =sechx y = schx

Det ar Iatt att se varfor dessa fyra grafer har de kvalitativa egenskaper de har. Till exempel ar det
trivialt att tanh, coth och csch ar udda medan sech ar jamn. Det ar ocksa klart att tanh (och pa
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samma satt coth) snabbt ndrmar sig +1 till héger/vanster eftersom sinh x = + cosh x bara en liten

bit till hoger/vanster. Vidare ar det uppenbart att bade sech och csch snabbt narmar sig noll utanfor
origo, med tanke pa hur snabbt beloppet av cosh respektive sinh vaxer ivag fran x = 0. Slutligen ar

det klart att coth och csch vaxer obegransat nar vi ndrmar oss origo, eftersom divisionen med sinus

hyperbolicus da ger division med mindre och mindre tal.

1.11.1 Hyperboliska identiteter

De hyperboliska funktionerna uppfyller, precis som de vanliga trigonometriska funktionerna, en rad
identiteter. Med tanke pa likheterna mellan Eulers formler for sinus och cosinus och definitionerna
av sinus och cosinus hyperbolicus &dr det kanske inte sa konstigt att de tva uppsattningarna med iden-
titeter paminner mycket om varandra.

Sats. For varje x och y € R gdller

cosh?x —sinh?x =1

sinh(x £ y) = sinhx coshy + coshx sinhy
cosh(x + y) = coshx coshy + sinhx sinhy
sinh 2x = 2 sinh x cosh x

cosh 2x = cosh? x + sinh? x.

Bevis. Vi har

5 . eX +e X\ fe*—eX\° ePX 24 e 2K @2X_ ) 42X
cosh® x — sinh“x = — ) - > = — =1

och

eX—e™ eY+eV ef4e™* e¥—eV

sinhx coshy + coshx sinhy = > > + > > =
ex+y + ex—y — e—x+y _ e—x—y ex+y — ex—y + e—x+y — e—x—y
= + =
4 4
2eXtY — 7%V XtV _ g7X7Y
= = = sinh(x +
2 5 (x+y)
och liknande for minustecknet. P4 samma satt visas cosh:s additionsformel. Dubbla vinkel-formlerna
foljer sedan direkt av respektive additionsformel. [ |
Ovningar

1. Jamfor de hyperboliska identiteterna med motsvarande trigonometriska identiteter (s. 93).
Harled additionsformeln for tangens hyperbolicus och jamfor resultatet med den trigono-
metriska motsvarigheten (s. 98).

3. Visaatt coshx + sinhx = e®*.

Visa att 1 — tanh? x = sech? x. Vad &r motsvarande trigonometriska formel?
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1.11.2 Inversa hyperboliska funktioner

Sinus, tangens, cotangens och cosekant hyperbolicus ar injektiva, men det ar inte cosinus och sekant
hyperbolicus; de injektiva funktionernas inverser betecknas arcsinh, arctanh, arccoth och arccsch.
Det ar emellertid klart att restriktionerna av cosinus och sekant hyperbolicus till [0, oo[ &r injektiva,
och inverserna till dessa restriktioner betecknas arccosh respektive arcsech.

Sats.

arcsinhx = In (x ++/x2+ 1), vx € R

arccoshx = ln (x ++/x2%— 1), Vx > 1
1+x
arctanhx = —1In , vx € ]-1,1[.
2 1—x
Bevis. Valj nagot y € V;,,,. Da ar
eX — g%
= i h =
y = sinhx >
for nagot x € Dgjp,. Med t := e* har vi alltsa
t—t?t . 5
- t2—2yt—1=0 S (t—y)?2—y?—1=0 S

—_— t=y++1+y?

dar = foljer avattt —y = e* — sinhx = coshx > 0. Vi har sédlunda e* = y + /1 + y? sd att
x =1In(y + T+ yZ). Vil nu ett y € Veogy. Vivill hitta det x € [0, 00[ © Doy for vilket

eX+e™*
y = cosh(x) = ————
2
Med t := e* harvida
t+tt . 5

—_— t=y+y?—1

dar = foljer avattt —y = e* — coshx = sinhx > 0ty x > 0. Sdlunda dre* = y + /y? — 1 varfor
x = ln(y +.y? — 1). Slutligen véljer vi ndgot y € Vi, S3 att

sinhx e*¥—e™*

y =tanhx =

coshx eX¥+e™*

for ndgot x € Dy Med t := e”* har vi
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-t — ty +t1 t—t1 —
= = -
y t+t1 y y
— t2y+y=t2-1 - A-yt?=1+y —
1+ 1+
1-y 1-y

dar de tva sista stegen foljer avatt y < 1 och att t = e* > 0. Saledes ar

1+y
nl—y

2

och satsen ar bevisad. ]

Ovning

1. Bestam explicita formler fér arccoth x, arcsech x och arccsch x.
2. Rita graferna till de inversa hyperboliska funktionerna.
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Exempel
Bestam, om moéjligt, inversen till funktionen f: R — R definierad av

x—2 omx<-—1
f(x)=1{ 2x omx€[-11]
Vx+1 omx>1.

Lésning: Funktionen ar falldefinierad, och i varje enskilt intervall ar den strangt vaxande. Dessutom
ser vi (t.ex. i grafen) att hela funktionen ar strangt vaxande, och darmed injektiv. Grafen till funktion-
en visas f nedan till vanster.

y=f(x) y=f"1t(x)

Omy = f(x)gélleratt (1) omy < —3s3dadrx =y +2,(2Q)omy € [-2,2[sdédrx = %y och (3) om

y = 2sdarx = (y—1)2 Alltsd drinversen f~1:]—oo, =3[ U [—2, oo[ definierad av

x+2 omx<-3
flx) =] x/2 omx € [-2,2]
(x—1)> omx = 2.

Grafen till inversen f~1 visas ovan till héger.

Exempel
Ar funktionen x — sinx + cos x injektiv p& [O,%]?

Lésning: Sinustermen vaxer och cosinustermen avtar pa intervallet, sa det ar inte helt uppenbart
hur summan beter sig. Men med hjalpvinkelmetoden ser vi att

sinx + cosx = V2 sin(x + &)

dir cos 8§ = sind = 1/+/2, férslagsvis § = m/4. Salunda &r sinx + cos x = V2 sin (x F E) som ar

strangt vaxande pa [0, ﬂ Funktionen ar darfor injektiv pa intervallet.
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Exempel

. . 3. . .3 V3
Los ekvationen cos® x sin x — cos x sin® x = e
Lésning: Eftersom

3 3

€c0s® x sinx — cos x sin

1 1
x = sinx cosx (cos? x —sin®x) = Esin 2X coS 2x = Zsin 4x
ar ekvationen ekvivalent med

V3
sindx = —

som i sin tur ar ekvivalent med

(4x=%+n-2n

{ eller
2

k4x=?n+n-2n.

nm

. . V3 T, nm T . o
Svar: cos3x51nx—cosxsm3x=? — x=ﬁ+7 eller x=g+7 for nagot n € Z.

Alternativt kan Eulers formler anvandas for att mer mekaniskt skriva om en produkt av sinus- och
cosinustermer som en summa av enkla sadana:

Lésning: Vi har

5 . 3 o . o 5 . Y 5 .
s . elx +e ix elx —e ix e3Lx + 3elx + 3e ix +e 3ix elx —e ix
CoS” xXSInx =

2 21 8 20
e4ix + 3ezix + 3+ e—2ix _ ezix -3 3e—zix _ e—4ix
16i
och
0 . o . 3 . . . . . o
- elX+e ix elx_e ix elx+e lxe31x_3elx+3e lx_e 3ix
cosxsIin™ x = . = . =
2 2i 2 —8i
_e4ix + 3ezix — 3+ e—2ix _ ezix +3— 3e—zix + e—4ix
a 16i
sa att
X - - 264ix _ 26—4ix e4ix _ e—4ix .
CoS”“ X SInx —cosxSsIn™ x = - = - = —sin4x
16i 8i 4

Darfor ar ekvationen ekvivalent med ...
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Exempel

Los ekvationen cos* x + sin? x = 1.

Lésning: Eftersom cos* x = (cos? x)? = (1 — sin? x)? kan ekvationen skrivas
1-t)?+t?=1

dar t := sin x. Eftersom

1-t3)?2+t2=1 — 1-2t2+¢t*+t2=1 =
= t*—t2=0 — t2(t>?—-1)=0 —
— te{-1,0,1}

ir ekvationen ekvivalent med sinx € {—1,0,1} d.v.s. x = nz—n for nagotn € Z.

- nm o= o
Svar: cos*x +sinx=1 & «x= > for nagotn € Z.

Exempel

2

Los ekvationen sin? x — 3 sin 2x = —8 cos? x.

Lésning: Eftersom cosx # 0 har vi

sin? x — 3sin2x = —8cos? x — sin? x — 6 sinx cosx = —8 cos? x =
— tan’x —6tanx = —8 — tan’x —6tanx +8 =10 =
Xx = arctan 2 + nm
— (tanx — 2)(tanx —4) =0 — eller

x = arctan 4 + nm.

Svar: sin®?x — 3sin2x = 8cos’x < x = arctan2 + nm eller x = arctan 4 + nrm fér ngt. n € Z.

Exempel
Bestam alla komplexa I6sningar till ekvationen e? = 1.

Lésning: Sattz = a + bi dar a,b € R. Per definition ar e? = e*(cosb + i sin b) sa att ekvationen
lyder

etcosb+ie%sinb=1
som ar ekvivalent med

{eacosb =1
e%sinb =0

som forst ger b = n - 2w (motiveral) for nagot n € Z och sedan e® = 1, d.v.s. a = 0.

Svar: e?=1 &= z=n-2mi foérnagotn € Z.
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Exempel

1

-- 1,1 1
Berdkna summan1l — =+ -—-— —
2 4 8 4096

Lésning: Det ror sig tydligen om en geometrisk summa
N
Yl
2
k=0

for nagot N € Z. Vilket? Jo, sista termen ar

-3) =7
2] 4096

som ger N = 12. Alltsa ar

13
2 1 1
TR S SR _i( 1)"_1—(—7) _ltgm 2 2 2 1 _
4 8 4096 2 _1 (1) -3 3 3.21373 3.212°
k=0 —\=3 ol
—2+ L (— 2731—0666748046875)
312288\ 4096 '

Exempel
Los ekvationen 1 + x + x2 + x3 + - + x10 = 0.

Lésning: Vansterledet ar en geometrisk summa med kvot x, forsta term 1 och antalet termer 11.
Salunda ar, med tanke pa att ekvationen medfoér att x # 1,

1_x11
1+x+x2+x34--+x10=
1—x
varfor
1—x11
1+x+x2+x34+-+x10=0 = = =0 =
11 _ 11 _
{l—x =0 {x =1
x#1 x # 1.
Med x = re'? har vi
xt=1 — rilellie = 100 —
11 _ r=1
— { ro=1 — 2T
119 =0+n-2m <p=n'ﬁ.

2T

Med andra ord &r x11 = 1 ekvivalent med att x = e™ 11" fér nagotn = 0, ...,10. Men ursprungs-
ekvationen ar ju ekvivalent med att x* = 1 och x # 1, s& n = 0 maste tydligen exkluderas.

2T,

Svar: 1+x+x*>+x3+4+x°=0 e «x=e"11' forndgotn =1,..,10.
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Speciellt ser vi att ekvationen saknar reell [6sning. Vad hander om vi tar med en term till i summan,
s3 att den slutar med x11?

Exempel

Vilj ett fixt tal @ € R. Visa att resten som erhalles da polynomet p(x) delas med det moniska
forstagradspolynomet x — a ar lika med p(a).

Lésning: Divisionsalgoritmen ger att
p(x) = (x — a)k(x) + r(x), Vx € R

dar k(x) ar kvoten och r(x) ar resten. Eftersom ndmnaren x — a har grad 1 maste resten r(x) vara
en konstant, sa vi kan skriva r(x) =: r, sa

p(x) = (x —a)k(x) +r, Vx € R.

Speciellt géller, for x = a, att

pla) =7
som onskat. [}
Exempel
Los ekvationen sech x = %
Lésning (naiv): Vi har
. 1 1 1 2 1
= — — = — — —_— = —
SECh X 2 coshx 2 e*+e X 2
— eX+e*=4 — e?* +1 = 4e* —
= e?* —4e*+1=0 = (e¥*—2)2-3=0 —
— (e*—2)?>=3 — e*—2=+3 —
— e*=2++3 — x =1In(2 £3).

Svar: sechx = % = x= ln(2 i \/§)

Vi kan forstas ocksa anvanda oss av den explicita formeln fér arccosh:

Lésning: Vi har

1 1 1
sechx == — =— — coshx =2 =,
2 coshx 2
— x=-|_-arccosh2=iln(2+ 22—1)=iln(2+\/3_’).
-1 1 2—/3 2—/3 R
Notera att —ln(2 + \/5_’) = ln(Z + \/§) =In Yo In V3 2—73) =In a3 = 1n(2 — \/3_’) sa de

tva svaren stammer Overens.
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